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Vorwort zur ersten Auflage. 


Die Anforderungen an die Kenntnisse des Starkstromtechnikers 
in der Theorie der Wechselstrome haben sick in den letzten Jahren 
erheblich gesteigert. 

Nicbt nur die Erkenntnis des Zusammenhangs der Vorgange 
in Wecbselstromkreisen, auch die graphischen und analytischen 
Methoden zu deren Untersuchung sind wesentlich erweitert und aus- 
gebaut worden. Die neueren Methoden finden immer mehr Eingang 
in die Fachliteratur, und die Notwendigkeit, sie sich anzueignen, 
bietet sich alien, die die Literatur verfolgen wollen. 

Ferner wird auch vom Starkstromtechniker heute eine mehr 
als nur gefiihlsmaBige Kenntnis der nichtstationaren Vorgange im 
Hinblick auf Uberstrome und Uberspannungen verlangt. 

In das erweiterte Gebiet in gedrangter, aber dennoch streng 
wissenschaftlicher Form einzufiihren, ist die Aufgabe, die das vor- 
liegende Buch erfiillen will. Es wendet sich einerseits an den 
Ingenieur, andrerseits will es auch Studierenden als Leitfaden dienen. 

Bei dem beabsichtigten geringen Umfang waren gewisse Ein 
schrankungen notig. 

Als bekannt sind die elektromagnetischen Grundgesetze voraus- 
gesetzt. Dagegen werden die fiir das Verstandnis der Wechselstrom- 
erscheinungen erforderlichen Begriffe eingehend erlautert, um auch 
dem Anfanger in dem Gebiet die Einarbeitung zu erleichtern. 

Die jeweils gewonnenen Ergebnisse werden auf einfache tech- 
nische Probleme ange wendet, und wo angangig wird auf Messungen 
eingegangen. 

Sondergebiete, wie z. B. die Theorie der MeBinstrumente, der 
Lichtbogenvorgange u. a. muBten ausgeschieden werden. 

Um die mathematischen Hilfsmittel auf ein moglichst geringes 
MaB herabzusetzen, wurden die Ausgleichsvorgange in Leitungen 
neu bearbeitet. Durch Beschrankung auf die verzerrungsfreie Lei- 
tung ist es moglich, ausschlieBlich die d’Alembertsche Losung der 
Schwingungsgleichung zur Behandlung aller Aufgaben zu verwenden. 
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Vorwort. 


Bei der Durchsicht des Textes und der Korrekturen war Herr 
Dr.-Ing. W. 0. Schumann mir in liebenswiirdigster Weise behilflich; 
ich mochte ihm auch an dieser Stelle fiir seine wertvolle Unter- 
stiitzung meinen besten Dank aussprechen. 

Zurich, im Februar 1914. 

A. Fraenckel. 


Vorwort zur zweiten Auflage. 

Die Einteilung und die Behandlung des Stoffes sind bei der 
zweiten Auflage unverandert geblieben. 

Erganzungen erschienen in alien Kapiteln erforderlich, es seien 
erwahnt die Erweiterung der .Superpositionsrechnungen, der Berech- 
nung unsymmetrischer Mehrphasensysteme, eine elementare Erlaute- 
rung der Resonanzerscheinungen bei Drosselspulen mit Eisen, die 
symbolische Darstellung von Ausgleichstromen. 

Obwobl andere als Kjreisdiagramme in der graphischen Wechsel- 
stromtheorie nur selten vorkommen, schien es doch wiinschenswert, 
auch auf das Vorkommen von Kurven hoheren Grades hinzuweisen 
und kurz zu zeigen, wie aus den Gleichungen eines Systems auf 
die Ortskurve geschlossen werden kann. 

Die Berechnung von Leitungsproblemen wurde an verschiedenen 
Stellen erganzt. Kurz erlautert wurde die Spannungsregelung durch 
Blindstrom. An die Untersuchung fiber die Genauigkeit des Ersatzes 
einer Starkstromleitung durch ein einfaches Kettenleiterglied schlieBt 
sich eine kurze Theorie des Kettenleiters, die u. a. zur Einfiihrung 
in die schon umfangreiche Literatur iiber das freilich noch nicht 
voUstandig geklarte Verhalten von Spulen bei hohen Frequenzen 
herangezogen wird. 

Durch Kiirzungen an anderer Stelle und etwas engeren Druck 
ist der Umfang des Buches nahezu gleich geblieben. 

Den Herren Prof. Dr.-Ing. F. Emde, Stuttgart, und Prof. Dr.-Ing. 
Wn 0. Schumann, Jena, bin ich fiir ihr freundliches Interesse und 
ihre wertvollen Ratschlage sehr zu Dank verpflichtet. 

Baden (Schweiz), im Mai 1921. 


Alfred Fraenckel. 
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Krstes Kupilol. 

Eiiiw(41ig(’> WecliHclstrome. 

1. Allgameinen, Definitionan. 2. Erssaugwng von oinwolligen StrSmeii. •— 
Addition von oinwalligan Strlknon. — 4. Mittalwert und Kffektivwert. — 
f). Dio Laiatiing oineB ainwolligon Hiromoi, 

L AlIgeineiiH^ DefiiiiticHieii. 

AIh WfHdiHolatnhno bozoialmoi man allgomoin Htrcnno, deren 
Htiirka uiid Riehtung aich mit dor Zait iindarn. 

WochHolatromo hn ongeranHiuno nind din por iculiHohan WachBol- 
Btromo. Ihra Htiirke nnd Riehtung iindern aitih porindiHoh mit dar 
Zoit, undderHtrom hat jawaila naoh Varlauf oinar haatinimtan Zait 
T wiadar dianalba Htiirka uiul Riehtung wia yai Anfang. Dia Zoit 
T haiOt dia Paricula. 

Dia ainfaohnta porindiHcha Funktion ini dia Hinimfunktion. Kin 
WaaliHoktrom, doBHCin Auganbliakwwarta i Biah naoh ainar Binun- 
Hohwingung lindarn, haillt ainwalligar Btrom. Er wird dargowtallt 
duroh dia Ctlaiohung 

.. (1) 

Dia HinuHfunktiem bawogt sioh ^^wiicihan dan (Iranr^wartan j I 
und I, Dakar iBt dar greilita AuganbliakBwarti don dar Btrom 
in ainar Farloda ja ainmal in pewitivar und nagativar Eiohtung ar- 
raiaht. lialtit dar Hdohutwart odar dia Amplitucla. Dar var- 
llnderliaha Winkal « in <R. I i«t, da aina zaitliaha Andarung vorliagt, 
dar laufandan Zait I proportional 

« '0)1 j C/i, 

worin m und (p Komitanta aiud. Dar Rarioda T outBpriaht aina 
Andarung das Winkak u um 2 jr. Dahar i«t 

2 jf V- ri) T, 

Dor rcf/Jproka Wart dar Rarioda T kt dia Rariodan 7 ,aliI in dar 
Kakitnda ociar dia Free}ua 117 t\ folgliah 

2 nf m . 



2 Einwellige Weobselstrome. 

. MB. die Kreisfreq.ene, 1. M di. P.riodenzahl m 2 . Sekund», 

in Hg. 1 ,ind”die A»g.«l.Ilcksw«.e d» ein.effigen S.ro„» 

als Funkfcion der Zeit aufgetrageix ^ilU^urlichen Wahl des 

Dor konsbante Winkelj han^ ist nach Gl. la 

Anfangspunktes der Zeifczahlung ah. h’ur 

i==:i^smq>, 

„„a die posit™ HelbWle dee Strokes begioBt tp, Zeit 

t _ 

CO 

(p heiBt der Phasenwmkel. Beziehungen gelten eben- 

i .. /so fiir Wechselspaimungen. 

Frequenz f der in der 

/ !\ /1 starkstromtechnik verwendeten 

/ / ! c Wechselstrome liegt fiir Lioht- und 

/ a _L-V-- f —p Kraftanlagen zwiachen 40 und 

-TXU-V- 'I 60 sek-S in Buropa iafc sie meist 

/ \ / 50 fur reine Kraftanlagen mitunter 

\ / 26 fiir Bahnen oft 15 oder IB^/g. 

p' Telephonstrome haben Frequenzen 

bis etwa 5000, und in der drahtlosen 
lelegtaphie teerden I!re,«e«»» mehteren Hpnderttape.nd m 

der Sekunde verwendet. 

2. Erzeugung von einweUigen Stromen. 

Die teehmeehe Etaeugung von W.chselrtromen bemht an! dot 

elektromapiotiBohon Indnteon MuktioMgeeete tatet: In jedem 

Das Maxwell-r araciay AiriAn ffeschlossenen 

flusses W in der Zeitemheit. 


. 1““ "rie T—c* 

(Korkzieherregel.) Die rechte Seite von Gl. 2 heiBt nach Bmde 

ei^^schlorelschleife aus linearen Leitern ist die Um- 
laufspannung vczr.^g.'i .(3) 




2. Erzeugung von einwelligen Stromen. 
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Hierin sind i die Strome, B die Widerstande, eingepragfce elektro- 
motorische Kxafte (EMKe) chemischen odor thermischen Ursprungs 
in den einzelnen in Reihe geschalteten Teilen der Leiterschleife. 

In Wechselstromkreisen sind die eingepragten EMKe meist Null. 
Dann gilt 

. 

Der magnetische Schwund hat in linearen Leiterkreisen formell 
dieselbe Rolle wie die eingepragten EMKe. In diesem ' Sinne spricht 
man von einer induzierten EMK. 

Der von dem Leiterkreis umschlungene InduktionsfluB bestimmt 
sich aus dem Integral der Normalkomponente der magnetischen In- 
duktion liber die vom Leiterkreis umrandete Flache. Nun setzt sich 
ein geschlossener Leiterkreis zusammen aus den Leitern des Strom- 
erzeugers, den Ubertragungsleitungen und den Stromverbrauchern, 
jedem dieser Teile kommen Induktionsfliisse zu, ihre Summe ist der 
gesamte von dem Leiterkreis umschlungene FluB. 

Man kann die Teile fiir sich betrachten, indem man jeden fiir 
sich, zu einem Kreis geschlossen denkt. 

Im Stromerzeuger und anderen Apparaten bilden die Leiter 
Spulen aus in Reihe geschalteten Windungen. Der SpulenfiuB 'P ist 
die Summe der Windungsfliisse Hat die Spule w Windungen, 
deren Fliisse ^ 2 ? ••• 

w 

1 

Umschlingen alle w Windungen denselben FluB 0, so ist 

W=w0. 

W wird auch als Kraftlinienwindungszahl bezeichnet. 

Die Anderung des umschlungenen Flusses kann in verschiedener 
Weise erfolgen: durch zeitliche Anderung des Induktionsflusses oder 
durch eine Anderung seiner Lage gegeniiber dem Stromkreis. Bei 
Verschiebung in einer Richtung x konnen wir sotzen: 

dt dx dt dt 

Das erste Glied rechts entspricht der Anderung der Lage bei 
unveranderlichem FluB, man nennt es die EMK der Bewegung. 
Das zweite Glied entspricht der zeitlichen Anderung des gegen 
den Leiterkreis ruhenden Flusses und heiBt die EMK der Ruhe. 

In elektrischen Maschinen treten oft beide Arten zugleich auf. 
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Einwellige Weohselsfcrome. 


Beispiel: s. Fig. 2 und 3. Fine ebene Windung wird in einem 
homogenen magnetiscben Feld zwischen den Polen eines Magneten 
um ihre zur Richtung der Induktion senkrechte Acbse mit gleich- 
formiger Winkelgeschwindigkeit gedrebt. Die Windung, deren Enden 
mit Schleifringen verb unden sind, sei durcb einen auBeren Wider- 
stand, etwa einen Spannungsmesser, zu einer Schleife geschlossen. 

Der umscblungene InduktionsfluB ist bier von dem Winkel a, 
abbangig, den die positive Normale auf der Windungsebene mit der 
Ricbtung der konstanten Induktion S bildet. Er ist fiir ci = 0 am 
groBten und nimmt bei der Drebung in irgendeiner Ricbtung ab. 




Der Umlaufsinn, der sicb nacb der Korkzieberregel ergibt, ist 
in Fig. 3 fiir die senkrecbt zur Zeicbnungsebene stebenden Leiter 
durcb ein ICreuz (in die Zeicbnungsebene hinein) und einen Punkt (aus 
der Zeicbnungsebene beraus) angedeutet, er gibt die Ricbtung der in- 
duzierten EMK an. Sie ist in diesem Beispiel eine EMK der Be- 
wegung, da wir die Induktion zeitlich als konstant annebmen. 

Bei der Drebung andert sicb der umscblungene FluB von seinem 
Hocbstwert bei a=0 bis auf Null bei a = 90^, er durcbsetzt von 
bier ab die Windung im entgegengesetzten Sinn, erreicbt sein ne¬ 
gatives Maximum bei 180^ und nimmt bis a —210^ auf Null ab, 
um bis wieder zu seinem positiven Hocbstwert zu wacbsen. 

Einer Umdrebung entspricbt eine voile Periode des umscblungenen 
Flusses. 

Die Anderungsgescbwindigkeit ist bei gleicbformiger Drebung 
am groBten, wenn der umscblungene FluB Null ist, also bei a = 90® 
und 270®, sie bat jedocb in beiden Fallen entgegengesetzte Ricbtung, 
sie ist Null, wenn der FluB am groBten ist, also bei o:«=?=0 und 180®, 
bier liegen die Ricbtungswecbsel der EMK. 

Ist F die Flacbe der Windung, so ist 

W=^8F cosa— W^Qo&a. 

ist der Hocbstwert des umscblungenen Flusses. 
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(JO — — sei die Winkelgeschwindigkeit der Drehung. Da einer 

Cu Z 

Umdrehung cine Periode entspricht, ist co auch die Kreisfrequenz 2nf. 
Es ist daher a — (jot-\- cp, wenn cp der Winkel ist, den die Normale 
auf der Windungsebene zur Zeit ^ = 0 mit der Richtung der In- 
duktion bildete. Dann wird 

!F=S8jPcos(f^i-4-9?)= S^^cos(a;^-(-9?) ... (6) 

dW 

— —=r^mW^sm.{cot-\-(p)==27tfW^sin{(ot-\-(p) . (7) 

Die Erzeugung einer einwelligen Spannung erfordert hiernach 
die sinusformige Anderung des umschlungenen Flusses. Der Hochst- 
wert der induzierten EMK ist 2 ti f mal so groB wie der Hochstwert 
des umschlungenen Flusses. 

Wir rechnen im folgenden stets mit dem „praktischen“ 
MaBsystem. Dann gibt Gl. 7 die Spannung in Volt an, wenn 
der umschlungene FluB in Voltsekunden gemessen ist. (Diese Ein- 
heiten sind 10® mal so groB wie die entsprechenden elektroma- 
gnetischen CGS-Einheiten.) Zur Erzeugung von 1 Volt bei 50 Pe- 
rioden in der Sekunde geh5rt ein umschlungener FluB von Volt- 


sekunde oder 


10® CGS Einheiten. 


Die Hochstwerte des Flusses und der induzierten EMK treten 
verschiedenen Zeiten auf. Setzt man in Gl. 6 cos (cot-\-cp) 




so entspricht dem um — gr56eren Phasen- 


winkel des Flusses eine um die Zeit ^ friiher beginnende 

positive Halbwelle als bei der EMK. Der FluB eilt der EMK um 
eine Viertejperiode vor, umgekehrt die EMK dem FluB um ebenso- 
viel nach, s. Fig. 4. 

, Der Unterschied der Phasenwinkel zweier Sinuswollen heiBt ihre 
Phasenverschiebung. Die voreilende Welle hat den groBeren 
Phasenwinkel. Eine positive Phasenverschiebung bedeutet daher 
eine Voreilung und eine ne- | 

gative eine Nacheilung. 

Im Gegensatz zum Phasen¬ 
winkel einer einzeln betrach- 
teten Schwingung ist die 
Phasenverschiebung zweier 
durch einen physikalischen 
Vorgang verkniipfter Schwin- 
gungen unabhangig von der 
Wahl der Anfangszeit und hat ' pjg 4^ 

eine physikalische Bedeutung, 

bei dem Induktionsvorgang die, daB die EMK positiv ist, solange der 
FluB abnimmt, und negativ, solange er zunimmt. 
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3. Addition von einweUigen Stromen. 

Sind zwei Sinusschwingungen von gleicher Frequenz init ver- 
schiedenen Amplituden und Phasenwinkeln gegeben 

«l = «l». s™ ^ = “2 m + 'P2) > 

so ist ihre Summe eine Sinusschwingung von derselben Frequenz 
a = a^-\-a^—a^ sin {(Dt-\-cp). 

Zur Bestimmung von und cp bilde man die Summe fiir die zwei 

7Z 

Zeitpunkte co^ = 0 und cot —Es wird 

a 


Sin 95 = „ sm <p^ + a .3 ^ sm 

cos (p == cos 9 J 3 -f cos 

und durch Quadrieren und Addieren folgt 

< = «'m + <m+2ai»a2mC08(93i—9a) ... ( 8 ) 

ferner durch Division 

.. «i m sin 9i + m sin 9 ^ 


JBei der Addition einer groBeren Anzahl Schwingungen faBt 
man erst zwei zu einer Eesultierenden zusammen, dann diese mit 
einer dritten usf. 


Die physikalische Anwendung dieses Satzes 
ergibt nun folgende beiden Falle. 

1 . Vereinigen sichmehrere Leitungen, in denen 
einwellige Strome gleicher Frequenz flieBen, in 
einem Knotenpunkt, so ist der resultierende Strom 
wieder ein einwelliger Strom von derselben Fre¬ 
quenz. 

2 . Die Summe von mehxeren in Reihe ge- 
schalteten einwelligen Spannungen gleicher Fre¬ 
quenz ergibt eine resultierende einwellige Span- 
nung von derselben Frequenz. 

Beispiel: Ordnet man in der elementaren Wechselstrommaschine 
(Fig. 2 S. 4) zwei Spulen’ an, die den Winkel ^ miteinander bilden 
(s. Fig. 5), so sind die induzierten EMEe 



Fig. 5. 


= Cl.™ sin {co t + 9 j 63 = sin (co t + 93 ), 


worin die Phasenvoreilung cp^ — (p^=^ ist, da die erste Spule der 
zweiten stets um den Winkel ^ voreilt. 




4. Mittelwert und Effektivwert einwelliger Strome. 
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Sind die Plachen der teiden Spulen gleich groB, so ist 
und die resultierende Amplitude wird bei Reihenschaltung nach Gl. 8 


= 2 el m (1 4" cos 





Nach Gl. 9 wird die Phase der resultierenden EMK 


ig<p-. 


sin cp^ -f sin {(p^ — 




-tg^ 
^ 2 


cos cp^ -f- cos [cp^ — /?) 


o 

l + tg9?^tg| 




(p-- 


= 7>x-2- 



Die resultierende EMK ist 2 cos | ^ mal so groB wie die jeder 
Spule, sie eilt gegen die eine um | ^ nach, gegen die andere ebenso- 
viel vor. 


4. Mittelwert und Effektivwert einwelliger Strome. 

Der Mittelwert der Sinuskurve iiber eine beliebige Anzahl ganzer 
Perioden ist Null, weil der Inhalt der positiven und negativen Halb- 
wellen gleich groB ist, aber entgegengesetztes Vorzeichen hat. 

Daher vermag ein Wechselstrom von hoher Frequenz in einem 
GleichstrommeBinstrument, bei dem eine vom Strom durchflossene 
Spule im Feld eines permanenten Magneten schwingt, keinen Aus- 
schlag des Zeigers hervorzurufen. Er erzeugt nur schnellwechselnde 
Impulse nach beiden Seiten, denen aber das schwingende System 



meinen nicht fiir elektrolytische Zwecke, z. B. zum Laden von Ak- 
kumulatoren, verwendet werden. 

Bildet man den Mittelwert iiber eine Halbwelle, so erhalt man 
verschiedene Werte, je nachdem man den Anfangspunkt wahlt. 
Der groBte Mittelwert, den man fiir eine Halbwelle erhalt, ist gleich 
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der Hohe 'des mit der Halbwelle zwisoben zwei Nulldurchgangen 
flaohengleichen Rechtecks (s. Fig. 6), diesen nennt man kurz den 
Mittelwert M(i). Es ist 

7t 

2 

= — = . . (10) 

7tJ ^ 

0 

Am wichtigsten ist der sogenannte quadratische Mittelwert, den 
man dureh Bildung des Mittelwertes der Quadrate der Augenblicks- 
werte erhalt. Die quadratische Kurve einer Sinuskurve ist 

= t'l,sin^ cui = I(1 — cos 2 co<). 

Sie ist eine Sinuskurve von der doppelten Frequenz, deren Or- 
dinaten nie negativ werden sondern zur Mittelordinate sym- 
metrisch liegende Halbwellen Widen (s. Fig. 7). Die Wurzel aus dem 
Mittelwerte der quadratischen Kurve bezeichnet man mit J. 

Es ist 


T 



0 


.(u) 


J heiBt der quadratische Mittelwert oder der Effektivwert. 
Fiir die Sinuskurve ist also 

Amplitude 

V2 


Effektivwert = 


Technische Angaben uber die GroBe von Strom und Spannungy 
fiir die z. B. ein Generator, ein Motor gebaut ist, beziehen sich stets 
auf den Effektivwert, weil man mit den gebrauchlichen MeBinstru- 
menten die Effektivwerte miBt. 

Die Leistung der Stromwarme eines Wechselstromes berechnet 
sich. mittels des Efiektivwertes genau wie fiir einen Gleichstrom. 

Ein Strom i erzeugt in einem Leiter vom Widerstand R in der 
Zeit dt nach dem Satz von Joule die Warmemenge 

f 

Die mittlere in der Zeiteinheit erzeugte Warme ist daher 

T 

0 
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Sie ist ebenso groB wie bei einem Gleichstrom, dessen Starke 
gleich. dem Effektivvvert des Weckselstromes ist. EinHitzdraht-Strom- 
oder Spannungsmesser zeigt daher den Effektivwert an. Das gleiche 
gilt von einem elektrodynamischen Instrument, bei dem das Dreh- 
moment zwischen einer festen und einer beweglichen Spul© gemessen 
wird, die von dem zu messenden oder einem ihm proportionalen 
Strom© durchflossen werden. 

Ein Elektrometer zeigt in der sog. Doppelschaltnng ©inen dem 
Effektivwert proportionalen Ausschlag. 

Das Verhaltnis des Effektivwertes zum Mittelwert eines Wechsel- 
stromes nennt man nach Fleming den Formfaktor. Fiir die 
Sinuskurv© war nach Gl. 10 und 11 


M{i) = 




daher ist der Formfaktor der Sinuskurve 


1 = 


J 7t 

21/2 


= 1,11 


( 12 ) 


Das Verhaltnis der Amplitude zum Effektivwert nennt man den 
Scheitelfaktor, er ist fiir die Sinuskurve V 2 . 

In dem Beispiel in Abschnitt 2 kann hiernach zunachst der 
Mittelwert der induzierten EMK auf folgende Weise berechnet 
werden. Wahrend einer halben Period© andert sich der umschlungene 
FluB im Maximum von -f- auf — somit um 2 W^. Dividiert 
man durch die halb© Period©, so erhalt man den Mittelwert. 

AW 


Hieraus erhalt man die Amplitude und den Effektivwert 


E==$M{e) = M{e) =nV2fW^. 


5. Die Leistung eines einwelligen Wechselstromes. 

Ein Stromkreis sei an eine Stromquell© angeschlossen, die ein© 
einwellig© Spannung erzeugt. Si© sei 

P = p^ sin coL 

Der Strom, der sich in dem Stromkreis ©instellt, sei 
^ = ^^sin (cot — 9 ?), 

er babe gegen die Spannung die Phasenverschiebung 9 ?. 
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Die Arbeit, die dem Stromkreis in der Zeit dt zugefiihrt wird, ist 
dA = pidt = sin CO if sin (co^ — cp) dt 

und die momentane Leistung 

dA 

_== == ft) i sin (co <—^ 3 ) = I [cos 99 - cos (2 CO i - 9 j)]. 

Der Augenblickswert der Leistung schwingt, wie die Gleichung 
zeigt und durcb Fig. 8 veranschaulicht wird, mit der doppelten 
Frequenz um den Mittelwert 

Die mittlere Leistung des Wecbselstromes ist 

T 

0 


Da 


J, — P die Effektivwerte von Strom und Span- 


V 2 V2 

nung sind, schreibt man 

J^==JPJ-(tos<p .(13) 

Die mittlere Leistung eines Wecbselstromes berechnet sick als 

Produkt aus den Effek- 
tivwerten von Strom 
und Spannung und dem 
Kosinus der Phasenver- 
schiebung zwischen 
ibnen. Sofern cp von 
Null verschieden ist, ist 
die Leistung kleiner als 
bei Gleicbstrom, wenn 
Strom und Spannung 
ebenso groB sind wie 
die Effektivwerte des 

Wecbselstromes. Dies riibrt daber, daB die Augenblickswerte der 



cos^ 


Pig. 8. 


Leistung, wie Fig. 8 zeigt, wahrend eines Teiles — jeder Halbperiode 

CO 

negativ sind. Der Wechselstrom fiibrt wabrend eines Teiles jeder 
Halbperiode dem Stromkreis von der Stromquelle Arbeit zu, wabrend 
eines anderen Teiles gibt er Arbeit von dem Stromkreis an die 
Quell© zuriick. 

Bei einem Stromempfanger ist die zugefiihrte Arbeit groBer als 
die zuriickgegebene, der Mittelwert der Leistung ist positiv, dies ist 
stets der Fall, wenn cp kleiner als 90® ist. Ist 9 ? = 90®, so ist die 
mittlere Leistung Null, sie ist negativ, wenn p groBer als 90® ist. 
Dies entspricbt einem Stromerzeuger. 

Die Pbasenverschiebung zwischen Strom und Spannung wurde 
bier als gegebene GroBe angenommen, und nicht gefragt, wodurcb 
sie entstebt. Hieriiber sollen die nacbsten Kapitel AufscbluB geben. 














Zweites Kapitel. 

Selbstinduktion und Kapazitat in Wechselstrom- 

kreisen. 

6. Selbstinduktion in Wechselstromkreisen. — 7. Einwelliger Strom in einem 
Stromkreis mit Widerstand und Selbstinduktion. — 8. Kapazitat in Wechsel¬ 
stromkreisen. — 9. Stromkreis mit Widerstand, Selbstinduktion und Kapazitat. 

6. Selbstinduktion in Wechselstromkreisen, 

D as Durchflutungsgesetz. In der Umgebung elektrischer 
Strome besteht ein magnetiscbes Feld. Als magnetiscbeUmlauf- 
spannung Vq langs einer geschlossenen Bahn bezeichnet man die 
Arbeit, die von den magnetischen Feldkraften geleistet wird, wenn. 
ein Einheitspol auf dieser Bahn heramgefiihrt wird. 

Vo==J^Js. 

0 

Diese Arbeit ist proportional der algebraischen Summe der elek- 
trischen Strome, die durch die Flache 
treten, die von der geschlossenen Kurve 
begrenzt wird, sie „durchfluten“. Die 
Stromrichtnng ist wieder in dem Sinne 
als positiv zu rechnen, der sich dem Um- 
laufsinn der Randkurve zuordnet, wie die 
Fortschreitung zur Drehung einer Rechts- 
schraube, s. Fig. 9. Man nennt die Summe 
der Strome die „Durchflutung“ 

und das Durchflutungsgesetz lautet 

Vo=& . 

Die magnetische Randspannung ist gleich der Durchflutung. 
Haufig gehoren die Stromleiter einer Spule von w Windungen 
an, die alle denselben Strom i fiihren, dann ist 

f^^ds = tw .(14 a) 

0 


^ / 




'If 

Fig. 9 


0 ^ 


fl4.) 
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Selbstinduktion und Kapazitat in Wecbselstromkreisen. 


Die Induktion $8 und die mit ihr iiberall gleichgerichtete Feld> 
Starke § sind durch die Beziehung verkniipft 

^=jUjLCQ^ .(15) 

Jit ist die relative Permeabilitat des Mediums, eine Zahl, die vom 
MaBsystem abbangige Permeabilitat des Vakuums. Im praktischen 
MaBsystem wird 95 in Voltsekunden/cm^, § in Amp/cm gemessen und 
es ist 

IUq = 4:7i 10"^ Voltsek/Ampcm oder 4 n 10"^ Henry/cm. 

Magnetische Energie. Der Energiegebalt eines magnetischen 

Feldes ist nach Maxwell fiir ein Eaumelement dv 

SB. 

dW^ = dv f Qd^. 

0 

In Medien, in denen die Permeabilitat unabhangig von der Induk¬ 
tion ist, ist d^ = jUjUQd ^ und 

.( 16 ) 

ist liber das ganze^Feld zu erstrecken. Um die Energie durcb den 
InduktionsfluB und den ihn erzeugenden Strom z. B. einer Strom- 
schleife auszudriicken, zerlegt man das Feld in Induktionsrohren, 
die alle den Strom i umschlingen, von dem sie herriihren. Fur ein 
Element dv einer solcken Bohre sei ds das Langenelement der 
Achse, dfiYu: Qnerscbnitt. Langs jeder solchen Rohre ist jjLfi^^df = 
'Sddf der konstante FluB durch die Rohre und die Energie 

0 

Die gesamte Energie des Feldes der einzeln betrachteten Strom- 
schleife wird durch Integration iiber alle Induktionsrohren 

= .(17) 

worin W (s. S. 2 ) der von der Stromschleife umschlungene In¬ 
duktionsfluB ist. Da er hier von dem Strom i allein herriihrt, ist 
er ihm proportional, solange die Permeabilitat unabhangig von 95 ist. 


Man setzt 

W=Zi .(18) 

= .(19) 


L ist der Selbstinduktionskoeffizient oder die Induktivitat 
des Leiterkreises. Es ist numerisch gleich dem umschlungenen FluB, 
den der Strom 1 Amp. erzeugt. Die Einheit ist 

1 Voltsekunde /1 Amp.= 1 Henry (H). 

Der tausendste Teil davon heiBt 1 Millihenry (mH). 








6. Selbstinduktion in Wechselstromkreisen. 
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Beispiele. 1. Eine Ringspule von rechteckigem Querschnitt 
(Fig. 10). Die Windungen mogen so dicht aneinanderliegen, daB 
der ganz© InduktionsduB im Inneren des Ringes verlauft, und jede 
der w Windungen den ganzen InduktionsfluB umschlingt. Aus 
Symmetriegriinden sind dann die Kraftlinien konzentrische Kreise. 
Nach dem Durcliflutungsgesetz ist fiir einen Radius x 

W= juju^wj^^adx—2iw‘^10~^ajuj^^ = 2iw^ajuln.(^^ 10“^ Voltsec. 

Ij—2w^ a filn— 10“^B[enry, 

^ i 

worin ju als Konstante betrachtot ist. L ist dem Quadrat der 
Windungszahl w proportional. 

Ist z.B.r^=12,r^=15cm,a=10om, 
w == 300, jbi =1 (unmagnetisches Medium), 
so wird £ = 2-300^-10-In If- 10"^ 

= 0,4-10“^H. Der Draht hab© 2 mm 
Durchmesser. Ein Strom von 5 Amp. 
bodingt ©in© Kraftlinionwindungszahl 
W=2 • 10“® VoltsekundenundderEnergie- 
gehalt ist = |. 5^ • 0,4 • 10“^ = 5 • 10~^ 

Joule. 

2 . Eine Doppelleitung aus zwei pa- 
rallelen Drahten vom Radius a im Ab- 
stand D (Fig. 11). Die Leitungen seien 
;sehr lang und an den Enden leitend 
miteinander verbunden, sie bilden so- 
mit ein© lange rechteckig© Schleife. 

Der umschlungen© InduktionsfluB setzt 
sich, wenn man von den Endverbindungen absieht, zusammen aus 
den Feldern, die jeder Leiter fiir sich erzeugt. Die Kraftlinien des 
Feldes eines Leiters sind infolg© der Symmetric konzentrische Kreise 
um die Leiterachse. Sie verlaufen teils innerhalb teils auBerhalb 
des Leiters. AuBerhalb des Leiters sind sie von alien Stromfaden 
des Leiters durchflutet, innerhalb nur von ©inem Teil. Fiir einen 
Punkt P im Abstand© x von der Leiterachse ist fiir 

x'^a 2 71 x — i 

2 7tx — i% 
a" 




% 

2 Ttx^ 
i X 



X <^a 


2 no? ’ 
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wobei angenommen ist, daB der Strom sich gleichmaBig iiber den 
Querschnitt verteilt. Die beiden gestrichelten Kurven in Pig. 11. 
zeigen die Feldstarken jedes Leiters und die Zusammensetzung gibt 
die Verteilung des Feldes beider Leiter in Fig. 12. Da die Leiter 



gleiche Fliisse durch die Scbleife schicken, ist der FluB von einer 
Leiteroberflache bis zur anderen fiir die axiale Lange I und = l 


jj 

!P'=;^o2j50' 


D D 

ldx = ^^4-{~dx^Alihi\—]lO-^ Voltsek. 
KrJ X \aj 


D 


Im Inneren der Leiter sind die Kraftlinienwindungen fiir 
beide Leiter zusammen (fiir /fc = l) 


0 0 


W=W'-^W'' = il 

i==?r4iii—+1 

L a . 


4 In-j— 1 

a 


lO”® Voltsek. 


10 “® Menry 


Zwei Drahte von 50 qmm^ Querschnitt, a = 0,4 cm, im Abstand 
D=100cm baben bei einer Lange von 1km = 10^ cm eine Im 
duktivitat 


D = 10^ 


4-In 


100 

0,4’ 


1 


10 "^ = 2,31 mH. 


Das erste Glied in der Klammer ist 22,1, der Anteil des Feldes 
im Innern der Leiter an der Induktivitat ist nur 4,5 ^/q. 

Bei ferromagnetiscben Medien kann von einem Selbstinduktions- 
koeffizienten nicbt gesprocben werden, weil wegen der verander- 
licben Permeabilitat keine Proportionalitat zwiscben Strom und 
FluB besteht. Wie dort zu rechnen ist, wird in Kap. X gezeigt. 
Hier beschranken wir uns auf die Falle, fiir die L konstant ist. 



6. Selbstinduktion in Wecliselsfcromkreisen. 


Elektromotorische Kraft der Selbstinduktion. 

Andert sich der Strom in einem Stromkreis, so andert sich 
der von ihm erzeugte InduktionsfluB und die magnetische Energie 
des Feldes. Den magnetischen Schwund des Eigenfeldes 

dt dt 

nennt man die elektromotorische Ehraft der Selbstinduktion. Das 
negative Zeichen sagt, daB sie der Zunahme des Stromes entgegen- 
gerichtet ist. Wachst der Strom in der Zeit dt um di, so nimmt 
die Energie des Feldes um dW^ — d(~i'^L) = iLdi zu. 

Dem Stromkreis wird hierbei von der Stromquelle eine momen- 
tane Leistung 

d . _ di 
dt dt 


zugefiihrt. Nimmt der Strom ab, so wird die Energie des Feldes 
kleiner, der Stromkreis gibt in jedem Augenblick an die Strom¬ 
quelle eine momentane Leistung zuriick: 


dt 



Ein Wechselstrom steigt im ersten Viertel jeder Periode von 
0 bis er speichert hierbei in seinem magnetischen Felde eine 
Energie | auf und entnimmt wahrend dieser Zeit elektrische 

Leistung der Stromquelle; in dem zweiten Viertel der Periode 
fallt er von auf Null und gibt die zuvor aufgespeicherte mag¬ 
netische Energie unter Abgabe von elektrischer Leistung an 
die Stromquelle zuriick. Findet im magnetischen Felde kein 
Energieverlust statt, so ist die mittlere Leistung in der halben 
Periode Null. In der nachsten halben Periode wachsen der Strom 
und das magnetische Feld im entgegengesetzten Sinn, fiir den Betrag 
der Energie des Feldes ist dies gleichgiiltig; das Spiel der Energie- 
aufnahme und Riickgabe ist in jeder halben Periode dasselbe. 

Ein Energieverlust tritt hingegen durch Stromwarme in dem 
Leiter auf, er ist Edt, 

Ist daher p die Spannung der Stromquelle, so ist in jedem 
Augenblick die Leistungsgleichung 

= .( 20 ) 

db t 


Durch Division durch i wird die Spannungsgleichung 

p = + .( 21 ) 

Fiir i — konst, fallt das zweite Glied rechts fort, die Gleichung 
driickt dann das Ohmsche Gesetz fiir Gleichstroni aus. Hier ad- 





jg Selbstinduktion und Kapazitat in Weehselstromkreisen. 

ich zur Spamung der Stromquelle die selbstinduzierte Span- 
%a sie der Zunahme des Stromes entgegengerichtet ist, muS 
d™ zueefiilirte Spannung in jedem Augenblick nicbt nur den Ohm- 
Sen SpannungsabfaU sondern auch die EMK der Selbstinduktion 
liberwinden. 


7 Einwelliger Strom in einem Stromkreis mit Widerstand 
und Selbstinduktion. 

Um den Strom zu berechnen, der sioh unter Einwirkung einer 
einweUigen Klemmenspannung p einstellt, hat man Gl. 21 zu inte- 
grieren. Bs wde hier zunachst das partikulare Integral betrachtet, 
den stationaren Zustand beschreibt, der sich kurz nach dem 
Einsehalten einstellt. (Das yollstandige Integral wird in Kap. XIII 
behandelt.) Hierzu geht man am besten vom Strom aus. Es sei 
i = i siawt, Ri — Ri sin cot, 


. di 

'Tt' 


■(oLi„ cos cot= ooLi sin{ cot 


somit 


Bi sin CO t-1-COi z' sin CO t-r- 

m I m \ I 


fpz ~ , - ~ni ~ \^~' I 2y 

= P^sin(mt + 93). 

Die Klemmenspannung erscheint hier aus zwei Teilen zusammen- 
gesetzt: sin cot ist in Phase mit dem Strom und uberwindet 

den Ohmschen SpannungsabfaU, coDz^sin ^cot-f- eilt dem Strom 

um eine Viertelperiode vor und ist entgegengesetzt gleich der EMIK 
der Selbstinduktion. Nach Gl. 8 S. 6 wird die Amplitude der 

Spannung ___ 

= .( 22 ) 

und nach Gl. 9 die Voreilung der Spannung gegen den Strom 

, to i 

. 

Die momentane Leistung ist 

: Rih sin^ a)t-{- coLim sin cotGOBmt 


(23) 


Pl- 


■Bi 


cos 2 cot 


CO L ill 


sin 2 cot. 


Der erste Teil schwingt mit doppelter Frequenz um den Mittelwert 
derzweite um den Mittelwert Null. Die mittlere Leistung igfc 

T 

:^jpidt==^^^J^R, .... (2^ 


N: 
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worin J der EfiEektivwert des Stromes ist. Der Effektivwert der 
Spannung ist nach Gl. 22 

P=: .(22a) 

Die GroBe cdL hat dieselbe Dimension wie ein Widerstand und 
heiBt nach Heaviside Reaktanz (Blindwiderstand). 

Das Verhaltnis von Spannung zu Strom heiBt nach 

Steinmetz die Impedanz (Scheinwiderstand). Da jB nicht immer 
gleich dem Ohmschen Widerstand ist, nennt man B den Wirk- 


widerstand. Zur Abkiirzung setzt man 

coL=X .(25) 

V^-{-co^L^ = z .(25 a) 


In dem Beispiel Seite 13 war i^ = 0,4*10‘'^ Henry. Fiir einen 
Strom von 50 Perioden ist coL = 2 50 • 0,4 • 10“^ — 0,125 Ohm. 

Der Ohmsche Widerstand fiir 300 Windungen von 80 met Lange 
und 3,14 mm^ Querschnitt (2 mm Durchmesser) ist fiir Kupfer 
(sp. Wid. 0,0175-Ohm*mm^/m) P = 0,45 Ohm. Fiir J = 10 Amp 
wird P = 10 Vo, 45'' + 0,125^ = 4,66 Volt, tg ^ = 0,278, 9 ? = 15® 32'. 

Die Komponenten der Spannung in Phase und in Quadratur 
zum Strom heiBen 

Pcos 9 ? = JP die Wirkspannung, 

Pam(p = JX die Blindspan'nung odor Reaktanzspannung. 

Sind andrerseits Spannung P, Wirk- und Blindwiderstand ge- 
geben, so berechnet sich der Strom 

P P 

J===—==L=====^, 

VE^-{^{coLy ^ 


Seine Verzogerung gegen die Spannung ist wieder gegeben durch 


tg97 = 


coL X 


Der reziproke Wert des Scheinwiderstandes z ist ein Leitwert 
(Einheit 1 Siemens S), er heiBt Scheinleitwert (Admittanz) und 
wird mit y bezeichnet. Man kann daher auch setzen 

J=Py . ( 26 ) 

Der Strom kann nun in zwei Komponenten zerlegt werden, die 
eine in Phase mit der Spannung, die andere um 90® dagegen 
phasenverschoben. Sie heiBen 

J cos (p—Py COS cp der Wirkstrom, 

J sin 99 = P 2 /sin 9 ? der Blindstrom. 

Fraenckftl o Aii« ^ 
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Dieser Zerlegung entsprechon die Bczoichtuuigf'ii 

yco8^ = g der Wirkloitwort (Kotuiukfcauz) 
yaincp^^b der Blindloitwort (Himeptaiiz) 


Die Leitwerte stehen mit 
ziehungen: 



g 

M 


. X h 

ta„gy-j-- 


S 

oos<p — 


den Widoratanden in 


E 

g 

f 

1 . 

y 



X 

sm g) = - 

z 


Ik'- 


. * , Ip l 



Bei Reihenschaltung rechnet man boaser mit don Wiclaraiiliidi'it, 
bei Parallelschaltnng mit den Loitworton. 

Aus zwei Widerstanden odor Loitworton kcknion «t<4s tlii^ 
iibrigen vier Konstanten boroohnot worden. Zur oxporimetitalloii 
Bestimmung ist die Messung doa Stromoa J, dor Spantiuiig P niid 
der Leistung N erforderlich. 

Die Leistnng ist 


daher 




X — 


if. 


DasProduktP/ ist maOgobond fur die magnotwaho tiiitl elok« 
trische Beanspruchung einer Masohino odor oinoa Ap|mratei» doiiii 
der InduktionsfluB bostimmt sich ana dor 8paiinnng» iiiicih dio^ I«it« 
lation der Loiter ist fiir die voile Spannung %\i bonioiiioii, woiiit 
auch nur die Wirkspannung in dio Leistung oingoht, obotnio wf dor 
voile Strom fur die Bemessung des Loiterquorsohnittn mallgoli'Oiiil. 
Man nennt 

PJ die Scheinloistung, 

PJcoB(p die Wirkleiatung, 

PJ sin die Blindleiatung. 

In unserem Falle eines induktiven Stromkreises iit 
P J sin (p == J^ m i = ^ m L 

d. i. die Amplitude des infolgo der Selbstinduktioii aeliwingoiidoii 

Teiles der Leistung. 
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8. Kapazitat in Wechselstromkreisen, 

Elektrisches Feld. In dem isolierenden Medium zwischen ge- 
ladenen Leitern besteht ein elektrisches Feld. Die Beziehung zwischen 
den Vektoren des elektrischen Feldes und den Ladungen ist durch 
den GauBschen Satz gegeben: 

Der VerschiebungsfluB durch eine geschlossene Flache ist 
gleich der von der Flache eingeschlossenen Ladung 

.(29) 

Die Verschiebung ® und die mit ihr iiberall gleichgerichtete 
Feldstarke (S sind durch die Beziehung verkniipft 

<3:) = « (S.(30) 

€ ist die (relative) Dielektrizitatskonstante des Mediums, die vom 
MaBsystem abhangige Dielektrizitatskonstante des Vakuums. Im 
praktischen MaBsystem wird die Verschiebung in Coulomb/cm^, die 
Feldstarke ® in Volt/cm gemessen, und es ist 

Da (s. S. 13) /^Q = 47rl0—^ Henry/cm, 

ist \/eQjUQ = 

^ _ 3. iQio cmsek"^ ist die Lichtgeschwindigkeit. 

Wahrend die Verschiebung beim Ubergang von einem Dielektrikum 
zum anderen stetig ist, andert sich die Feldstarke nach MaBgabe 
der Dielektrizitatskonstanten in Gl. 30. 

Energie des elektrischen Feldes. Der Energiegehalt des 
elektrischen Feldes ist nach Maxwell: 

W^ = l€Qfe^^dv, .(31) 

wobei das Volumenintegral iiber das ganze Feld zu erstrecken ist. 
Diesen Ausdruck konnen wir so umformen, daB die Ladungen der 
Leiter und die Spannungen zwischen ihnen darin erscheinen. 

Zwei Leiter seien so angeordnet, daB das Feld zwischen ihnen 
durch die Anwesenheit anderer Leiter (z. B. die Erde) nicht merklich 
beeinfluBt wird. Zwischen den Leitern bestehe eine Spannung p. 

Das Feld im' Dielektrikum werde in Verschiebungsrohren zer- 
legt, deren Begrenzungsflache iiberall in die Richtung der Ver¬ 
schiebung fallt. Der FluB jeder Rohre ist konstant, und da sie an 
den Oberflachen der beiden Leiter endigt, ist er gleich der Ladung 
dq, die ihre Randkurve an den Leiteroberflachen abgrenzt. Ist 


\ 9-10^® c ’ 
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daher fiir ein Element der Eohre ds die Lange der Achse, df der 
Querschnitt, dv — dfds, so konnen wir in Gl. 31 fursQ €(^df den kon- 
stanten VerschiebungsfluB dq der Rohre setzen und erhalten fur diese 

\ej e^^dv=^dq^%ds = \dq-‘p, 

da ^%ds die Spannung p zwischen den beiden Leitern ist, von denen 
die Rohre begrenzt wird. 

Die Summation iiber alle Rohren ergibt den Energiegehalt des 
ganzen Feldes 

Tf'e = jpq .(32) 

Die Ladung der beiden Leiter ist proportional der Spannung 
zwischen ihnen. Man setzt 

q = Cp .(33) 

= .(34) 

C heiBt die Kapazitat der betrachteten Leiteranordnung, sie ist 
numerisch gleich der Ladung fiir die Einheit der Spannung. 

Die praktische Einheit der Kapazitat ist 

1 Coulomb/1 Volt==l Farad (F). 

Da dies eine sehr groBe Einheit ist, gebraucht man den 10® ten 
Teil davon: 1 Mikrofarad (/<tF). 

^ Beispiele. 1. Ein Plattenkondensator (Fig. 13). 

Zwischen zwei Flatten von groBer Ausdehnung, die iiber- 
all in sehr kleinem Abstand d voneinander entfemt sind, 
kann das Feld als homogen angesehen werden, die Ver- 
schiebungslinien laufen parallel und die Verschiebung ist 
konstant. Nur am Rande weicht der Verlauf davon ab. 
Vemachlassigt man die Randwirkung, was bei kleinem Ab¬ 
stand imd groBer Flache keinen wesentlichen Fehler gibt, 
so ist die Spannung p==^d. Der VerschiebungsfluB ist 

die Kapazitat 


\\ 




V 


Fig. 13. 


eF 


p 4:7cd 9-10^^ 


Farad = 


eF 1 
'4^*97io5 


Mikrofarad. 


Emen Begriff von der GroBe 1 Mikrofarad erhalten wir, wenn 
w die Flache eines Plattenkondensators berechnen, bei dem die 
Flatten durch Glimmer getrennt sind. Seine Dicke sei V mm 
d 0,025 cm und e = 6 angenommen. Hiermit wird * 

47i.0,025-9-10® 

: - -— = 56 500 cm^. 


F-- 


aus iibereinandergeschichteten 
Flatten zusammengesetzt, von denen abwechselnd die eine mit einem 
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Pol, die folgende mit dem ander^ Pol verbunden ist. Fiir eine 
Spannung von 1000 Volt zwischen den Belegungen ist die Feldstarke 
40000 Volt/cm, die Ladung ^=10~^ Coulomb, die Verscbiebung 
® = 1,77* 10“® Coulomb/cm^j die Energie + Joule, die Energiedichte 
3,54-10"“^ Joule/cm^ 

2. Ein Zylinderkondensator (konzentrisches Kabel), Fig. 14. 
Der AuBenleiter (Mantel) sei geerdet. Da alle Verschiebungslinien, 
die vom inneren Leiter ausgehen, auf dem Mantel enden, ist die 
Ladung auf der inneren Flache des Mantels entgegengesetzt gleich 
der Ladung (q) des Innenleiters. Die Verschiebungslinien stehen 
senkrecht auf den Leitern und sind daher radial. Durch eine 
Zylinderflache vom Radius r und der Lange I tritt der VerschiebungsfluB 


27irl% 




und 


% 


g 

27irl 




®cZr=2-9-10^^ 


C = 


rz 

elj r 

ri 

el 1 


P 9*10^ 

^ 2 In 


2 • 9 • 10“ 

el r. 


Mikrofarad. 


Ladung und Entladung eines Kon- 
densators. Andert sich die Spannung zwischen 
den Belegungen eines Kondensators um dp, so 
nimmt seine Ladung nach Gl. 33 um 

dq = Cdp 


zu odor ab, je nachdem die Spannung steigt 
Oder fallt. Der Strom in der Zuleitung ist 
hierbei 


dt ^ dt ' ' 


. . (35) 



Fig. 14. 


Fiir eine Gleichspannung (p = konst.) ist i = 0, in einem Gleich- 
stromkreis ist der Kondensator eine Unterbrechung. Anders im 
W echselstromkr eis. 

Wahrend des Steigens der Spannung von l^'ull bis p wird die 
Energie \p^C in dem Kondensator aufgespeichert, dem Stromkreis 
wird dabei von der Stromquelle in jedem Augenblick eine Leistung 


^dp 

2 , 0 -= 


zugefiihrt, Nimmt die Spannung von p bis auf Null wieder ab, so 
verschwindet das elektrische Feld, und die in ihm aufgespeicherte 
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Energie wird an die Stromquelle zuriickgegeben. Der Kondensator 
gibt in jedem Augenblick die Leistung zuriick 

1st die Spanniing einwellig, so wachst si© in der ersten Viertel- 
period© von Null bis nm in der zweiten Viertelperiod© von 
auf Null zu fallen. In der ersten Viertelperiod© wird die Energie 
im Dielektrikum des Kondensators angesammelt und in der 
zweiten wieder zuriickgegeben. In der ersten wird von der Stromquell© 
Leistung zugefiihrt, in der zweiten genau ©bensoviel wiedergegeben. 
Die mittlere Leistung in der halben Period© ist Null. 

Fiir 2 ? sin CO < ist der Ladestrom des Kondensators 

i = G^-£ = G(op^oo&o)t = C(0'p^sin{cot^^, 

©r ist ©in ©inwelliger Strom von der Amplitude 

der gegen die Spannung um 90° in der Phase voreilt, denn nach 
Gl. 35 ist der Ladestrom so lange positiv, wie die Spannung steigt, 
und negativ (Entladestrom), wenn sie fallt. Daraus folgt ©benfalls, 
daB die mittlere dem Kondensator zugefiihrt© Leistung Null ist. 


9. Stromkreis mit Widerstaud, Selbstiuduktion und Kapazitat. 


r 


1st in ©inem Stromkreis (s. Fig. 15) ©in Kondensator G mit ©iner 

Drosselspul© von der Induk- 

Ff _ 4 II tivitat L und dem Widerstand 

jR in Reih© geschaltet, so lautet 
die Spannungsgleichung 
idt 


-Avww—nnnnnr^ 


Fig. 15. 


P' 




C 


(36) 


wird 


Fiir ©in©n ©inwelligen Strom i = z^sincot, 
sin CO < 

fit 


c. 


Ri - 
di 
dt 
idt 

W' 


(oO 


cos CO t = 


sin (CO i-f-- 


p=:i^E8mcot-{- sin (co ^ -f- 


71 


coL ■ 


1 


= sin (cot+ 99 ).(37) 




9. Stromkreis mit Widerstand, Selbstinduktion und Kapazitat. 23 


Die Spannung erscheint hier aus zwei Teilen zusammengesetzt: 
i^^Rsinojt ist in Phase mit dem Strom und iiberwindet den Ohm- 

1 - 


schen Widerstand, 


cdL - 




71 


eilt dem Strom um 


90^ vor und wird teils zur Uberwindung der EMK der Selbstinduk¬ 
tion, teils als Ladespannung des Kondensators verbraucht, und zwar 
tritt die Differenz dieser Spannungen in Rechnung, da die erste 
dem Strom um 90^ voreilt, die zweite ihm um 90^^ nacheilt. Der 
Effektivwert der Spannung ist daher 


+ {o)L- 


.±y 

coOj 


die Phasenverschiebung zwischen Strom und Spannung 

1 

(joC 


cdL • 


tg9?: 


R 


(38) 


(39) 


Selbstinduktion und Kapazitat wirken in dem Stromkreis einander 
insofern entgegen, als die erste den Strom gegen die Spannung ver- 
zogert, die zweite ihn in Voreilung bringt. Die Energien, die in 
dem magnetischen Felde der Selbstinduktion und in dem elek- 
trischen Felde der Kapazitat schwingen, werden zu verschiedenen 
Zeiten von der Stromquelle aufgenommen und an diese zuriick- 
gegeben. Die momentane Leistung ist, wenn die Spannungsgleichung 
mit sin co t multipliziert wird, 

pi=: R sin^ cjot-{-i^a)L sin co t cos o)t -^ sin co cos co <. 

CO C 


Die beiden letzten Teile haben stets entgegengesetztes Vor- 
zeichen, d. h. wahrend vom Strom Energie im magnetischen Feld 
der Selbstinduktion aufgespeichert wird, wird solche aus dem elek- 
trischen Feld des Kondensators abgegeben, und umgekehrt. Nur 
die Differenz der momentanen Leistungen wird zugefiihrt und auBer- 
dem der Stromwarmeverlust. Die beiden Felder laden sich zum 
Teil gegenseitig. Vollstandig tritt dies ein, wenn 

.(“) 

ist. Hierbei sind die momentanen Leistungen von Selbstinduktion 
und Kapazitat entgegengesetzt gleich, vom Netz wird in jedem 
Augenblick nur der Stromwarmeverlust zugefuhrt und der Strom¬ 
kreis verhalt sich dem Ketz gegeniiber wie ein Ohmscher Wider¬ 
stand. Aus Gl. 38 und 39 wird hierbei P — JR und tgcp — 0. 

Diesen Fall bezeichnet man als Resonanz. 
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Fiir gegeben© Werte von L imd C tritt sie bei einer bestimmten 


Frequenz ©in, namlicb 
COo = 


1 

vTd 


fo 


1 _ 


. . (41) 


Bei dieser, der Resonanzfrequenz, konnen die Blindspannungen an 
der Kapazitat und der Indnktivitat sebr groB werden, ©s wird 


J o)qL = 


J P 
co^G R 



(42) 


fo 


Beispiel: Fiir 5 = 10 Ohm, L — 1 Henry tritt Resonanz bei 
= 50Perioden ©in, fiir C — —^ = -r--^— = 1,015 10“"^ Farad. 




(100 7l)'^ 

Fiir J= 10 Amp. ist P= 100 Volt und JoJqL = —-^—10 V('^00Txf 

cDq C 

— 3140 Volt. Hierauf beruht die Gefahr der Resonanz. 

Man unterscheidet bier 


— den Blindwiderstand der Kapazitat, 

(oL — X^ den induktiven Blindwiderstand, 

X = X^ — X^ ist der resultierende Blindwiderstand. 


Der bier bebandelt© Stromkreis wird als Tbomsonsscber 
Scbwingungskreis bezeicbnet. 

Um sein Verbalten bei veranderlicber Netzfrequenz co zu iiber- 
sehen, fiibren wir das Verbaltnis co: = d ©in und setzen das Ver- 


baltnis des Wirkwiderstandes R zu der GroB© 



der die Dimen¬ 


sion eines Widerstandes 


zukommt, R 



Dieses Widerstands- 


verbaltnis gibt nacb GL 42 fiir den Resonanzfall das Verbaltnis der 
Netzsparmung P zu den Bbndspannungen an Induktivitat und 
Kapazitat an. Hiermit wird 


coL- 


co 


CO 


0 




1 

coC 


CO 




P 

Hierin ist ^ = der Hochststrom, der im Resonanzfall auftritt. 
Das Verbaltnis J:J^ ist nur vom Widerstandsverhaltnis q und vom 
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Frequenzverhaltnis d abhangig. In Fig. 16 ist J'iJq in Abhangig 
keit von d fiir zwei Werte von q auf- 
getragen. 

Kurve I mit dem flachen Strom- 
maximum gilt fiir groBen Widerstand, 

^ = 1, Kurve II mit dem spitzen Maxi¬ 
mum fiir kleinen Widerstand, ^ = 0,1. 

Je kleiner der Widerstand, um so 
scharfer ist die Resonanzlage ausge- 
pragt, um so enger der Bereich, in 
dem der Stromkreis einen betracht- 
lichen Strom hindurchlaBt. Die Phasen- 

verschiebung ist (p = artg ^<5 — 




0,8 


0,6 


oM 


02 


fo 



ki; 

>•0,1 

1 

7 

ll 


\ 


/ 

1 \ 



/ 


1 

1 j ' 

\ 




1 

1 

_L_ 




q ,^ 0,8 1,0 1,1 

Fig. 16. 


1,6 2,0 


Fiir (5 <; 1 ist ^ ein Voreilungswinkel des Stromes, fiir <5 = 1 ist (p = 0 
und fiir d'^1 ist q) ein Nacbeilungswinkel des Stromes. 



Drittes Kapitel. 

GrrapMsche imd analytische Methoden. 

10. Darstellung von Wechselstromen durch Vektoren. — 11. Symbolische Dar- 
stellung von Wechselstromen. — 12. Wechselstromdiagramme. — 13. Inversion. 

10. Darstellung von Wechselstromen durch Vektoren. 

Die Projektionen eines mit konstanter Winkelgeschwindigkeit 
um einen festen Punkt rotierenden Radiusvektors auf eine feste Achse 
beschreiben bekamitlich die Ordinaten einer Sinuskurve. 

Stellt daher die Lange OP des rotierenden Vektors Fig. 17 die 
Amplitude eines Wecbselstromes dar, und ist dieWinkelgescbwindig- 

keit seiner Drehung gleich der Kreis- 
frequenz co, so sind die Projektionen 
OA auf die zur Anfangslage OX senk- 
rechte Richtung OY 

OA=i — sin cot 

die AugenbUckswerte des Stromes. 

Fiir einen zweiten Vektor OQ — i^^ 
der gegen OP um einen Winkel cp 
im Sinne der Voreilung verschoben 
ist, wird ebenso 

— — siu {(ot-\-cp). 

Die beiden Vektoren OP und 
OQ konnen also als Symbole zweier 
Wechselstrome von gleicher Frequenz betrachtet werden, deren Am- 
plituden und sind, und die gegeneinander die Pbasenverscbie- 
bung cp haben. 

Anstatt nun die Vektoren rotieren zu lassen, kann man sie 
aucb feststehend denken, und die Gerade, auf die sie projiziert 
werden, sich im umgekehrten Sinne drehen lassen; diese Gerade heifit 
die Zeitlinie. Der Vektor des voreilenden Stromes ist, wenn man 
die Drehrichtung der Vektoren zugrunde legt, im Sinne der Vor- 
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eilung verschoben. Geht man von der Drehung der Zeitlinie aus, 
so koinmt diese, wie die Abbildung zeigt, bei der Drehung zuerst in 
die Lage des voreilenden Vektors. 

Beliebig viele Strome und Spannungen sind also durch die 
Lange ihrer Vektoren und durch die Winkel, die sie bilden, in 
ihrer GroBe und Phase gegeneinander eindeutig bestimmt. Voraus- 
setzung ist dabei, daB die Strome und Spannungen gleiche Frequenz 
haben, nur solche lassen sich in einem Diagramm zusammenstellen. 
t)ber die Frequenz selbst sagt das Diagramm nichts aus. 

Praktisch ist es zweckmaBig, die Lange der Vektoren in dem 
gewahlten MaBstab gleich den Effektivwerten zu machen, weil diese 
gemessen werden; beim Ubergang zu den Augenblickswerten sind 
dann die Projektionen mit \/2 zu multiplizieren. 

Da es bei der geometrischen Darstellung nur auf die Lange 
der Vektoren ankommt und auf die Winkel, die sie miteinander 
bilden, kann man jeden Vektor in dem Diagramm parallel mit sich 
selbst verschieben. 

Hiervon macht man Gebrauch bei der graphischen Addition 
von Stromen. Die Summe zweier Strome 




ergibt sich (s. Fig. 18) durch Parallelverschiebung des Vektors OB 
des Stromes parallel mit sich selbst nach 
an den Endpunkt des Vektors OA des 
Stromes oder, da die Reihenfolge bei 
der Addition gleichgiiltig ist, durch Ver- 
schiebung des Vektors OA des Stromes 
nach an den Endpunkt B des Vek¬ 
tors OB des Stromes i^. 

Der Vektor OC des Summenstromes i ist also die Diagonale 
des von den Vektoren der Teilstrome gebildeten Parallelogramms. 
Da die Differenz zweier Strome 



gleich der Summe aus und dem negativ genommenen Wert von 
^2 ist, ist das Parallelogramm von B aus erst bis C im Sinne von 
und darm bis A im negativen Sinne von zu durchlaufen, und 
es wird die Diagonale BA der Vektor des Differenzstromes 
Der Vektor des Differenzstromes 

ist analog die im Sinne AB durchlaufene Diagonale. 

Differentialquotient und Zeitintegral eines Vektors. 
In den Spannungsgleichungen von Wechselstromen (s. Gl. 21 und 36) 
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kommt der Differentialquotient des Stromes nach der Zeit und das 
Zeitintegral eines Wechselstromes vor. 

Da 


di _ d{i^^mcDi) 

dt dt 



ist, erlialt man den Vektor, der den Differentialquotienten eines 
Stromes darstellt, indem man die Lange des Stromvektors im Ver- 
haltnis : 1 vergroBert und ihn um 90® nach vorwarts dreht. 

Da ferner 

Jidt— sin cot dt==^sm ^cot — yj 


ist, erhalt man den Vektor des Zeitintegrals, indem man den Vektor 
des Stromes im Verhaltnis 1: co verkleinert und ikn um 90® zu- 
riickdreht. 


Beispiele. Fiir eine Spule vom Widerstand J? und der In- 
duktivitat L war (s. Gl. 21) 



An den Vektor OA = JB (Fig. 19), der in 
die Riohtung des Stromes fallt, reiht sich der um 
90® dagegen voreilende Vektor A B — J co L, die 
Summe 0 B ist der Vektor der KJemmenspan- 
nung P, die dem Strom um den Winkel cp vor- 
eilt. Es folgt 


tg9P = 


JcoL 

JR 


coL 


Ist die Drosselspule mit einem Kondensator von der Kapazi- 
tat C in Reihe gesckaltet, so lautete die Spannungsgleichung (s. Gl. 36) 

p=ii>+Lp^+yid,. 


Hier reiht sich in Fig. 20 an den Vektor OA^JR in Rich- 
tung des Stromes der um 90® dagegen voreilende Vektor AB = JcoL 
und an diesen der gegen den Strom um 90® nacheilende Vektor 


OC ist der Vektor der Klemmenspannung P und es ist 


tg(p = 


coL — 


1 

CO 0 


R 
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Verandert man die GroBe der Kapazitat, 
Endpxinkt G des Vektors der Klemmenspannnng 
auf der Geraden Wenn er in A liegt, ist 

die Spannung mit dem Strom in Phase, hier- 
bei ist 

—“ = J coL, 
coO 


Dies ist der friiher, s. S. 24, behandelte 

Pall der Resonanz. Wird JcoL, so liegt 

CO G 

C unterhalb A, dann eilt der Strom der Klem- 
menspannung vor. 


so bewegt sich der 



11. Symbolische Darstellung von Wechselstromen. 

Die Darstellung von WechselstromgroBen durch Vektoren kann 
auch analytisch durchgefuhrt werden. 

Vektoren werden hierbei durch groBe deutsche Buchstaben 
bezeichnet. Ein Strom vom Effektivwert J wird z. B. durch einen 
Vektor Q dargestellt. J ist der Betrag des Vektors 

Drehung der Vektoren. Wird ein Vektor ^ 180^ gedreht, 

,so gelangt er in die entgegengesetzte Richtung und wird hier mit 
— 3 bezeichnet. Eine Drehung um 180^ wird also in der symbo- 
lischen Darstellung durch die Multiplikation mit — 1 bezeichnet. 
Die Drehung um 180® entsteht durch zweimalige Drehung um 90®; 
es folgt also, daB die Drehung um 90® zu bezeichnen ist durch 
Multiplikation mit 

yzzi=j, 

d. h. mit der komplexen Einheit. Die Wurzel kann je nach der 
Drehrichtung das positive oder negative Vorzeichen haben. 

Es werde festgesetzt, daB eine Drehung um 90® im Sinne der 
Voreilung mit im Sinne der Verzogerung mit —j bezeichnet 

werde. 

Ein Vektor j Q ist also ebenso groB wie der Vektor 3 , aber gegen 
diesen um 90® nach vorwarts gedreht. 

Addition und Subtraktion von Vektoren. Die Addition 
von zwei Wechselstromen und die durch ihre Symbole und 
^2 bezeichnet sind^ ergibt einen neuen Vektor 

3 = Si+3a- 

3 ist die Diagonale des aus S 3 gebildeten Parallelo- 

gramms (s. Fig. 18, S. 21): 
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Ebenso ergibt die Subtraktion der Vektoren und einen 
neuen Vektor 

■O -Oi 02 * 

Multiplikation eines Vektors mit einer komplexen Zahl. 
Ein besonderer Fall der Addition ist der, daB zwei Vektoren zu 
addieren sind, deren Betrage proportional dem Betrag eines anderen 
^ (Ausgangs-) Vektors sind, und von denen der 

/ eine in Bichtung des Ausgangsvektors, der 

/ andere in die dazu senkrechte Richtung fallt. 

y Sei ^ der Ausgangsvektor, so ist = 

/ (s. Fig. 21) ein neuer Vektor, der amal so 

y/^ lang wie ^ ist und in die gleiche Richtung 

^ fallt; ferner ist = ein'Vektor, der 

pjg 21 &mal so groB ist wie und um 90^ dagegen 

nach vorwarts gedreht ist. Die vektorielle 
Summe aus beiden ergibt den neuen Vektor ^ — OB. Er ist 


Durch Multiplikation eines Vektors mit einer komplexen Zahl 
ergibt sich also ein neuer Vektor. Andererseits sieht man, wenn 
die Grleichung in der Form geschrieben wird: 

o 

daB das Verhaltnis zweier Vektoren ausgedriickt wird durch eine 
komplexe Zahl. 

Da die Langen der Vektoren die ESektivwerte darstellen, ist- 
der Effektivwert des neuen Vektors 

P = = . (43) 

und die Phasenverschiebung zwischen P und J ist 


Sind zwei Vektoren $ und g gegeben, so bildet man den Quo- 

tienten und zerlegt ihn in den reellen Teil a und den imagi- 
O' 

naren Teil 6. Das Verhaltnis der Effektivwerte ergibt sich dann 
aus GL 43 und die Phasenverschiebung durch Gl. 44. 

Setzt man 

a . b 
cos w — — , sm cp — — ^ 

T r. 
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so ist nach dem Satz von Moivre 


a^jh—r (cos (p-\-j sin (p) = r ^ 
worin e die Basis der natiirlichen Logarithmen ist. Es ist daher 

Der Vektor 3 re^> entsteht also aus dem Vektor indem man 
diesen im Verhaltnis r: 1 vergroBert nnd um 99 nach vorwarts dreht. 
Setzt man analog 






1 

r 


j (p 

5 


so ergibt sich: der Vektor entsteht aus dem Vektor $, in¬ 

dem man diesen im Verhaltnis 1 : r verkleinert und um cp nach 
riickwarts dreht. 


Differentialquotient eines Vektors nach 
Zeitintegral. In der Zeit dt dreht sich der Vek¬ 
tor 3 den Winkel codt und gelangt (s. Fig. 22) 
in die Lage Q'. Es ist 

Hierin ist die Lange PP' — J co dt, und da sie 
senkrecht auf ^ steht, symbolisch bezeichnet durch 
j^codt. Es wird also 


der Zeit und 



d^ = j (D^dt 


dt 


= jco^ 


(45) 


Durch Umkehrung ergibt sich das Zeitintegral eines Vektors 

= A = .(46) 

In der symbolischen Darstellung verschwinden also in den 
Gleichungen zwischen Strom und Spannung die Differentialquotienten 
nach der Zeit und die Zeitintegrale. Hierin liegt die Vereinfachung 
der Schreibweise bei dieser Darstellung. 

Beispiele. Die Gleichung eines Stromkreises mit dem Wider- 
stand B und der Induktivitat L lautet: 

5p = Si?+Lg=3(22 + )a)i:) = 3 (i 24 -,-X). 


Fiir den Stromkreis mit Widerstand, Selbstinduktion und Kapa- 
zitat ist 


.«/ 






IM+jix.-x;)]. 
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Das Verhaltnis von Spannung zu Sfcrom, der Scheinwiderstand, 
ist in der symbolischen Darstellung eine komplexe Zabl. Der reelle 
Teil ist der Wirkwi der stand, der imaginare der Blindwider stand. 
Der symbolische Ansdruck fiir den Scheinwiderstand s ist daher 

g = .(47) 

Aus der vektoriellen Gleichung erhalt man das Verhaltnis der 
Effektivwerte von Strom und Spannung und ihre Phasenverschiebung 
nach den auf S. 30 gegebenen Regeln. 

Rechnung mit komplexen Zahlen. Bei der symbolischen 
Darstellung sind, wie gezeigt, die Gleichungen zwischen Stromen und 
Spannungen homogene und lineare Gleichungen, deren Koeffizienten 
komplexe Zahlen sind. 

Es sei daher an die folgenden Regeln fiir die Rechnung mit 
komplexen Zahlen erinnert. 

Addition und Subtraktion. Zwei komplexe Zahlen werden 
addiert oder subtrahiert, indem man die reellen Teile fiir sich und 
die imaginaren Teile fiir sich addiert bzw. subtrahiert. 

Ist 

und r^ = ao^+jK 

SO wird = + = ^ + 

worin ^ = ^ = 

Multiplikation. Es ist 

h = \ = '•i (cos 95 ^ + j sin 93 J e 

= U 9 + j ^2 = (cos 93.2 + f sin (p^) = r^e’ , 
durch Ausmultiplizieren wird 

rI2 = «! Og — + j {a^ -j- 

Oder 

x — r^r^ [( 00399^^008992 — sin 9 ?^ sin 992 ) -{-j (sin^?^ cos 992 + 801992 00399 ^)] 
= >-1 >-3 [cos {<p^ + 952 ) -f j sin ( 93 ^ + 932 )] 

= Tcy (‘P 1 +9^2), 

Zwei komplexe Zahlen werden multipliziert, indem man ihre 
Betrage multipliziert und ihre Argumente addiert. 

Hieraus folgt, daJ3 das Produkt zweier konjugiert komplexer 
Zahlen reell und gleich dem Quadrate des Betrages der Zahlen ist 

(a -[- jb) (a — jb) = a^-\- h^. 

Division. Analog werden zwei komplexe Zahlen dividiert, 
indem man ihre Betrage dividiert und ihre Argumente subtrahiert. 
In einem komplexen Bruch wird der Nenner reell gemacht. 
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ixideixi man Zahler und Nenner mit der dem Nenner konjugiert 
komplexen Zahl nmltipliziert. Es wird 

^ . O'l + ih 

t .2 «2 “h i ^2 (®2 H~ J ^ 2 ) (®2 - 9 ^ 2 ) 

_K “■> + ^1 ^ 2 ) + i (^1 “2 — ^‘>) 

~ <+K 

_(cos cp^ 4 " j sin cp^ 

(cos cp^^ 4 " i ^ 2 ) 

= [cos ( 99 ^ — 9 ) 2 ) + j sin ( 99 ^ — 992 )] 

= ^ g/fTi —Ta) 

^2 

Potenzieren. Aus der Multiplikation folgt 

p — = (a j b)^ = (cos <p -j- j sin cpy 

= (cos 99 -f-;/ sin n <p) 

— ^n^jncp^ 


Eine komplexe Zahl wird zu einer Potenz erhoben, indem man 
<ien Petrag potenziert und das Argument mit dem Exponenten multi- 
pliziert. 

Radizieren. 

it) = Vr = Va-\-jh = fcos — 4“? sin 

\ nJ 


Man zieht die Wurzel aus einer komplexen Zahl, indem man 
ticn Betrag radiziert, und das Argument durch den Exponenten 
■dividiert. 


Berechnung der Leistung in der symholischen Dar- 

stellung. 

Bei der Berechnung der Leistung hat man es mit dem Produkt 
:zweier symholisch durch Vektoren dargestellter WechselstromgroBen 
ssxa. tun. 

Multipliziert man zwei Vektoren wie komplexe Zahlen, z. B. 
o>ine Spannung ^ = und einen Strom so ist das 

l^rodukt, das dem auBeren Produkt der Vektorrechnung entspricht, 
\ijxd das durch eine eckige Klammer bezeichnet werde, 

[¥ S] = PJ (cos ( 993 ^ + 99 . 2 ) + j sin (993 + 953 )} > 

'Oin Ausdruck, dem keine physikalische Bedeutung zukommt. Er- 

TP a an A It WAi'hflfklafrnmia Q Anfl B 
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etzt man Lingegen den einen Vektor durch seinen konjugiert kom- 
plexen, der mit Q* bzw. bezeichnet werde, so erhalt man 

[5P 3'] = P</{cos ( 95 ^ — 92 )-f-y sin ( 97 ^--</)„)} . . (48 a) 
[SI 5 * 3 ]=P/{cos( 9 ;^ — 9 ) 2 )—;■ sin( 95 ^ — 97 ,)} . . (48b) 
Der reelle Teil dieser Ausdriicke ist die Wirkleistung, der imagi- 
nare die Blindleistung; sie erschoint je nach der Schreibweise mit 
verschiedenem Vorzeichen. Dies riilirt daher, daB die Blindleistung 
keinen Mittelwert hat, ein Vorzeichen ihr daher nicht ziikommt. 

Es folgt die Regel: Man erhalt aus zwei Vektoren die Wirk¬ 
leistung als reellen Teil des Produktes des einen Vektors mit doiu 
konjugiert komplexen des anderen. Der imaginare Teil des Pro- 
duktos stellt die Blindleistung dar. Syinbolisch konnen wir dies 
wie folgt schreiben: 

wobei die FuBzeicben r und j bedeuten, dafi der reelle bzw. der 
imaginare Teil des Produktes zu nehmen ist. 

Im Gegensatz zum Produkt zweier Vektoren als koinploxer 
Zablen soil als Vektorprodukt der Mittelwert aus dein Produkt 
zweier Sinusstrome oder eines Sinusstromes und einor Sinusspannung 
bezeichnet werden. Dieser Mittelwert soil durch die runde Klammer 
bezeichnet werden: 

{^^)=PJ COB cp. 

In der Vektorenrechnung heiBt das so definierte Produkt das 
inneie Produkt. 

liir zwei gleiche Vektoren von gleicher Phase ist 
fiir zwei Vektoren mit 90® Phasenverschiebung ist 

( 3 -/S)=o. 


12. Wechselstromdiagramme. 

v • Arbeitsweise eines Stromkreises oder einor Maschine 

bei Veranderung der Konstanten des Stromkreises oder dor Polastm.jr 
zu uhersehen, hatte man eine groBe Zahl von Gleichungon fiir die 
jGwoihgon Konstanton zu borochncn. 

graphische Darstellung der Wechsolstro.ngroBon 
durch Vektoren em uberaus anschaubches Mittel, urn dio Wirkune 

toise. d» Konstota do, »ro.„- 

■ I« der Strom Wmt nnd dio Spmmong vorinderlioh, ,o i.t 
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der geometrische Ort. den der Endpunkt des Spannungsvektors b©" 
schreibt, das Spa nnungsdiagramm. 

1 st dagegen die Spannung konstant nnd der Strom veranderlich, 
so ist der geometrische Ort fiir den Endpunkt des Stromvektors das 
S t r 0 m d i a gr a m m. 

Im Spannungsdiagrainm sind die Koordinaten des Spannungs¬ 
vektors die Wirkspannung und die Blindspannung. Da die Span- 
nungskomponenten sich wie die Widerstande (Wirk-, Blind- und 
Scheinwiderstand) verhalten, stellt das Spannungsdiagramm, abgesehen 
von deni MaBstab, auch das Diagramm der Scheinwiderstand© 
dar. 


Analog stellt ein Stromdiagramm in verandertem MaBstab auch. 
ein Diagramm der Scheinleitwerte dar. 

Dies sei fiir einige ganz einfache Falle zunachst erlautert. 

Beispiele. 1. In einem Sfcromkreis mit Wi der stand und Selbst- 
induktion sei R konstant und L veranderlich. Dieser Fall liegt 
z. B. vor bei einer Drosselspule mit veranderlichem Luftraume oder 
bei einem Elektromagneten mit beweglichem Kern. Jeder GroB© 
des Luftraunies oder jedem Hub des Elektromagneten entspricht ein 
anderer Wert L, wahrend R konstant bleibt. 

a) Ort des Spannungsvektors bei konstantem Strom. 
Entsprechend der Spannungsgleichung '^^ = ^R-j-j^coL liegt in 
Fig. 23 OA—JR in Richtung des Stromes und AB=JcdL um 
90® dagegen nach vorwarts gedreht, OB—Jz 
— P ist der Vektor der Klemmenspannung. Jedem 
Wert von L entspricht eine Lange .dB. Der End¬ 
punkt B des Vektors der Klemmenspannung 
bewegt sich auf der Geraden AB. Sie ist das 
Spannungsdiagramm und in anderem MaBstab 
das Diagramm des Scheinwiderstandes. 

Winkel AOB ist der jeweilige Phasenverschie- 
bungswinkel des Stromes. 

b) Ort des Stromvektors fiir konstante 
Spannung. Dividiert man die Spannungsglei¬ 
chung durch R, so ergibt sich die Stromgleichung 

$ , . coL 

= 3 "f" ? 3 * 



Dieser Gleichung entsprechend ist in Fig. 24 
OD=J und um90® dagegen nach vorwarts ge- 

aufgetragen, sie ergeben die konstante Summ© 


dreht DC = J 


R 


OC: 


p 
R’ 

ODO bei D 


Da das Dreieck 


die in Richtung der Spannung liegt. 

stets rechtwinklig ist, bewegt sich der Endpunkt D 
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des Vektors des Stromes OD auf dem Halbkreis iiber OG als 
Durchmesser. Er ist das Stromdiagramm. Es verhalt sich DC: OD 
— coL:R — tg(p:l, . Da dieser MaBstab fiir L unbequem ist, er- 
richtet man in 4' ein Lot auf 0(7, das von der Verlangerung von 

ODin^' geschnitten wird. Da Winkel 
B'A'O' — q) ist, wird A'B': OA'= tg(p :1 
= coL:M. Die Langen A'B' stellen also 
die veranderlichen Werfce wL in gleichem 
MaB dar wieO^'den konstantenWiderstand R. 

Die Seiten 0(7, OD, DC des Dreiecks 
ODC verhalten sich wie » 

1 J J coL coL 

p=y> 

sie stellen also Leitwerte dar. OD ist in 
verandertem MaBstab der Scheinleitwert t/, 
seine Projektion 00 auf die Kichtung der 
Spannung der Wirkleitwert g = y cos (p , die 
dazu senkrechte Komponente GJD der Blindleitwert h — y^mcp. 

2. Ist in einem Stromkreis mit Widerstand und Kapazitat der 
Widerstand konstant, dagegen die Kapazitat veranderlich, so unter- 
scheidet sich dieser Fall von dem vorhergehend^n dadurch, daB der 

Blindwiderstand X =-^ das negative Vorzeichen besitzt. der Strom 

eilt der Klemmenspannung vor. Das Spannungsdiagramm ist in 
diesem Fall der gestrichelt gezeichnete untere Toil der Geraden A B 

in Fig. 23, wobei AE = —- ist. Das Stromdiagramm ist der in 

coG 

Fig. 24 ebenfalls gestrichelt gezeichnete obere Halbkreis iiber OG, 

wobei OF = J und FG ist. 

coCR 

3. Ist in einem Stromkreis der Blindwiderstand konstant, da- 

^ Q der Wirkwiderstand veranderlich, so 

erhalt man das Spannungsdiagramm Fig. 25. 
Senkrecht zum Vektor des Stromes liegt 
der Vektor OA=JcoL der konstanten 
Blindspannung, und zwar fiir eine Selbst- 
induktion nach vorwarts gedreht. In Rich- 
tung des Stromvektors liegt der verander- 
liche Vektor AB = JR, Fiir jeden Wert 
von R ergibt sich ein neuer Pnnkt B 
und ein neuer Vektor 0 B der Klemmen¬ 
spannung. Die Gerade AB ist also das 
gesuchte Spannungsdiagramm. Fiir eine Kapazitat ist der Vektor 



Fig. 25. 
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J 

Q g®g6ii deu Strom nach riickwarts gedreht aufzutragen nach OA^ 

iHul das Spannungsdiagramm wird die gestrichelte Gerade , die 

parallel AB ist. 

Das Stromdiagramm bei konstanter Induktivitat und verander- 
ladioiii Widerstand ergibt sich, wean man die Spannungsgleichung 

= 3 iJ-l-jScoL 


durcli j a)L dividiert. Man erhalt die Stromgleichung 




(joL 


• Si? 
coL 


S- 


Dor Vektor OD des Stroines J in Fig. 26 und. der gegen ihn 

J JR, 

um 90^ verzogerte Vektor = setzen sich zu dem konstanten 
P 

V ok tor 0(7==- - - zusammen, der gegen die Klemnienspannung P 
coL 

um 90^ verzogert ist. Der Halbkreis liber OC ist das gesuchte 
Stromdiagramm. Der Phasenverschiebungswinkel zwischen Strom 

CO Lt 

und Spannung ist DOP = <p = &rctg~-. Zieht man A'B' j_OC, 
HO ist auch <A'B'0 = q) und 

OA' , X 


'JlRoiC 


Fiir joden Stromvektor OD wIrd 
tlor Widerstand R durch AJB' in dem- 
Holboti MaBstab gemessen, in dem OA 
dou Blindwiderstand mL darstellt. 

Ganz analog ist fiir einen Strom- 
kraiH mit konstanter Kapazitat und 
vc*randerlichem Widerstand das Strom¬ 
diagramm der in Fig. 26 gestrichelte 
Halbkreis OD^G^. 

Die dem Stromkreis zugefiihrte _P_ 

Lointmig ist N = PJ cos cp. Da das 
Stromdiagramm fiir konstanto Klem- 
uiannpannung gilt,, ist die Leistung 
prcjportional dem Wirksbrom Jcoscp, 
alHo dor Projektion OQ des Stromvek- 
torn OD auf den Spannungsvektor (s. 

Fig.. 24 und 26). Daraus ergibt sich 
fiir don Stromkreis mit konstantemWiderstand (Fig. 24) die groBte 



Fig. 26. 
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Graplii&che unci anLaiytiHi‘!;e 

Leistung, wenn OD gloicli dom Ki-C'isdurchiuoss.'r. aUo \unii .V i* 
ist. Sie ist 

pi 

N 

'^*'^-** li 

Fiir den Stromkrcis niit koiKstaiiioui !IIinthutlt‘i>t{iiul initl ^'ti* 
anderlicliem Wirkwidoratand (Fig. 2il) int dngngt'ii iiiii 

groBten, wenn 00 gloicii doni KreinradiuH, alnn wcaiii H 

Sio wird 

pi 

N 

2 m L 

Hierbei ist <75 = 45 ®. 

IJi. luVOmCHl. 

Bei dem Stromdiagrainni (Fig. 241 ini giwigt. tliill in 

anderem MaBstab auch dan Diagramni der Lcntmt'rlf' fiiir.H!i41t, 

stellt y in demselbon MaBstab dai\ in dniti 00 ilnii 

darstellt. Androrsoits war gozoigt, diiB dcifl A* If 4m liliiithi ninr* 
stand X in domsolben MaBstab darstellt, in dniii tier IVirk 
widerstand jR ist, dahor ist auch Oif dcr Hcliciini idiusliiinl ;; 

Bezoichnot man die MaBsiabe der Leitwcrte d«*r Wiifiu” 

stand© mit u nnd v so daB 1 ctn « Hiaiiieiis, I ciri rldiiii 
so ist in Fig. 24 

uOD-^y, uOC' 
vOB':^z, vOA' n, 

nnd ©s wird 

OOOA':=^On.()f}'^ ^ kotwt. /, 

U P 

Zwei Punkto, bei denon wio bei (J imd A' oiler bid /# If 
in Fig. 24 das Produkt dor Abstiinde von idneiit Piiiikt II 

konstant ist, nennt man invors. 0 ist dan Itiveri^ioii^f.Piilriiiii, 
das konstant© Produkt heiBt die Inver»ion«|iiiti:iir/„ 

Boschroibt ©iner dor Punkto (If) eino liier ilio ikwmim 

so bewogt sich soin invorsor Punk! (/)) iiif tier 
Kurv© (Kreis uber 00), Wir imdon iilsti den'Hair,: {$m iiivpi** 
Kurve ©iner Geradon ist ©in Kreis, dor durelt d»« Itiiw«i«iiwiriitriiiii 
geht, nnd umgekohrt ist die invars© Kurve eiite« tier tbindi 

das Inversionszentrum geht, ©in© CJeriMie. 

Mit Hilf© dieses Satzos hlitt© man diis Hirfiitiiiiiigriiiiiiii mum 

dem Spannungsdiagramm wi© foigt lindrn kbiiiiiiii, 

Die Gorad© A B in big. 24 ist das Hjiiegelliiltl ties 
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diagramms, das durch die Gerade AB der Fig. 23 dargestellt ist. 
In dem Spiegelbild ist namlich der (positive) Blindwiderstand nm 
90^ gegen den Wirkwiderstand nach riickwarts gedreht. 

Man findet also das Stromdiagramm, indem man das Spiegel¬ 
bild des Spannnngsdiagramms in bezug anf den Anfangspunkt der 
Vektoren als Inversionszentrum inversiert. 

Die Umkehrung des Vorzeichens des Blindwiderstandes zuni 
Zweck der Inversion folgt daraus, daB, weml bei dem Spannungs- 
diagramm der Phasenwinkel cp eine Voreilung der Spannung gegen 
den Strom bezeichnet und das positive Zeichen hat, er im Strom- 
diagramm eine Verzogerung des Stromes gegen die Spannung be- 
deutet und das negative Zeichen hat, und umgekehrt. 

Hat man ein Spannungsdiagramm aus einem Stromdiagramm 
zu inversieren, so verwendet man ebenso nicht das Stromdiagramm 
selbst, sondern sein Spiegelbild, das man dadurch erhalt, daB man 
den gegen den Wirkstrom voreilenden Blindstrom nach riickwarts 
und den nacheilenden 
Blindstrom nach vor- 
warts gedreht auftragt. 

Bei Verwendung des 
Leitwertdiagramms ist 
also der positive Blind- 
leitwert um 90® nach 
riickwarts, der negative Fig. 27. 

um 90® nach vorwarts 
gegen den Wirkleitwert aufzutragen. 

Hat man mehrmals zu inversieren, so geht man von deiii 
Spiegelbild eines Diagramms aus, wenn die Zahl der vorzunehmen- 
den Inversionen ungerade ist, und von dem Diagramm selbst, wenn 
sie gerade ist, weil jede einzelne Inversion ein tJbergang von 
einem Spannungsdiagramm zu einem Stromdiagramm oder um¬ 
gekehrt ist. 

Satz: Die inverse Kurve eines Kreises, der nicht durch das 
Inversionszentrum geht, ist wieder ein Kreis, das Inversionszentrum 
ist ein Ahnlichkeitspunkt fiir beide Kreise. Aus Fig. 27 folgt namlich 
OB:00^=OC:OB^ 

OBOB^:=OC-OC^ = OAOA^=^I. 

Dies gilt auch, wenn das Inversionszentrum 0 innerhalb eines 
Kreises liegt, es liegt dann auch innerhalb des inversen Kreises. 
Der Umlaufsinn des inversen Kreises ist der umgekehrte wie bei 
dem Ausgangskreis. 

Die Inversion ist zuerst von J. L. la Cour zur Darstellung von 
Wechselstromproblemen angewendet worden (Arnold, Wechselstrom- 
technik, Bd. I). 
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14. Grundgesetz fiir dieReilienschaltung mehrerer Stromkreise. 


Sind mehrere Stromkreise in Reiho geschaltet, deren Widcr- 
stande Induktivitaten nnd Kapazitaten der Reihe nach 

L^L,^L ^..., (7.3 ^ 3 ..., Oder deren Blind- 

und Scheinwiderstande X^Xj... bzw. 

rosultiorondo 

Klemmenspannung P fur einon bostiniinton 
Strom J die geometrische Suinmo dor Toib 
spannungonP^P^Pg... dor einzolnon Strom¬ 
kreise. 

Diese Summation wird geometrisch 
durch den Linienzug OP^P^ P in Pig. 28 
dargestellt. 



Pig. 28. 


Es ist 


$3=3 (-^3 + ? -^ 2 ) = 3 a-i 

$8 = 3 (-^3 + ? ^s) — 35.3 


$=$X+ $3+ $3+ - =3 + + ...j {X, +Z. 3 +Z 3 -1-. . .)] 

=3(5i + Sa + Sa "f • • •) = 35- 

Der resultierende Seheinwiderstand der Reihenschaltung ist 


5 — 5i"l“ 53 + 53 “l~--- = -^~f-/Z . . .(49) 

iJ = -f- iJa -j-... = 2’(Z,).(50 a) 

Z = Zi + X^+Z3 + ... = Z(Z,).(50b) 


worin 
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. Die resultierende Phasenverschiebung ist 


tgcp 


X ___E{X,) 


(51) ^ 


Der Linienzug Fig. 28 stellt auch die Summation der Schein- 
widerstande dar. 


15. Der Spannuiigsabfall in einer Leitung. 

.Ein Stromkreis (Fig. 29) wird iiber eine Leitung gespeist. Es 
seien und Wirk- und Blindwiderstand der Hin- und Biick- 
leitung, R,^ und X^ die entsprechenden Gr5Ben des Belastungskreises, 
und P^ die Spannungen am An- 
fang und am Ende der Leitung, J 


A Al 

2 Z 




Fig. 29. 

die Stromstarke. Es wird 

P. 


4 

-iS 



J-- 


tg = 


jV^7T^7)=^x]/| 

. cos -, 




P.’ 


(iJx+i^.r+CA’-x+xj 
P. ..... -X-x + ^. 


tg 9i-- 


P, + P, 


Fig. 30 stellt das Vektordiagramm der Spannungen dar. Die 
Sekundarspannung Pg und der Spannungsabfall setzen sich zum 
Vektor der Primarspannung P^^ zusammen. 

Der Spannungsverlust, d. h. die algebraische Differenz Pj^—P^, 
ist kleiner als der Spannungsabfall Jz^^, weil P^ gegen J um einen 
kleineren Winkel voreilt als Jz^ gegen J. Es wird erst P^ — P^—Jz^, 
wenn P^ und Jz^ in die gleiche Richtung fallen, d. h. wenn der 

X 

Phasenwinkel der Belastung cp,^ und 9 ?^ = arctg ~~ gleich sind, d. h. 


^ = ^ 

Um den EinfluB der Phasenverschiebung auf den Spannungs¬ 
abfall zu iibersehen, werde der Fall betrachtet, daJB die primare 
Klemmenspannung und der Strom J dor Grofie nach konstant 
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sind, wahrend 99.3 veranderlich ist. Hiorbei ist also Jz^ konst^nt. 
In Fig. 31 stellt OAB das Spaiinungsdreiock fiir 992 = 0 dar. Hier- 
bei folgt aus der Figur 

p, = 0) = • 

Ist nun J gegen um 99 ^ verzogert, so ist der Vektor J uin 
den Punkt B nach riickwarts zu drehen um den Winkel ABA = q\^, 
OA! ist der zugehorige Wert von P.^. Eilt J gogon P^ uni 99,3 vor, 
so ist Jz^ um diesen Winkel von AB nach A' B zu drehen, und 
es wird OA" = B^, Der Endpunkt des Vektors der sekundaren 
Spannung Pg wandert also bei Veranderung von 99,3 auf dem Kreis 
um B mit dem Radius AB —Jz^. 



Die grofiten Werte, die 99 ^ annehmen kann, sind bei einem 
Stromempfanger ±90®, ihnen entsprechen die Punkte' (7 und P auf 
dem zu AB senkrechten Durchmesser. C entspricht 90® Nacheilung 
von J gegen Pg, also rein induktiver Belastung, D mit 90® Vor- 
eilung des Stromes gegen die Spannung reiner Kapazitatsbelastung. 
Pg ist am kleinsten in Punkt P, hier haben Pg und Jz^ gleiche 
Richtung. Pg wird bei Voreilung des Stromes auch grofier als P^, 
es tritt also Spannungserhohung ein. 

In Punkt F ist Pg = P^. Die Bedingung hierfur ergibt sich 
wie folgt. "Der Winkel, um den/ 2 ^ gegen*/ voreilt, ist 9 ?^, s. Fig. 30 
undJz^ eilt gegen Pg um ( 99 ^ — 99 . 3 ) vor. In dem gleichschenkligen 
Dreieck OFB Fig. 31 wird, da hier Pg=Pj^ ist 

oos{(p^ — (p^) = — ^^K^. 

Das negative Zeichen rechts riihrt daher, daB die Projektion 
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von P2 auf J die entgegengesetzte Richtung hat wie dies© Strecke. 
Daher ist (99^ — 99^) groBer als 90 ^, d. h. 99.^ ist negativ. Es ist 

— 95, = arc cos {— — (p ^. 

Diese Gleichung liefert zwei Werte fiir 99^, einem Stromempfanger 
©ntspricht jener Wert, der kleiner als 90 ^ ist. Der zweite Wert, 
fiir den 992^90® ist, ist der Punkt G. 

Berechnung des Spannungsabfalles. 

Im allgemeinen isb Jz^ klein gegen und^P^^, so daB das 
Diagramm zur Berechnung des Spannnungsabfalles zu ungenau wird. 
Man berechnet den Spannungsabfall wie folgt. Zerlegt man in 
Fig. 30 Jz^ in eine Komponente in Richtung von P^ und in eine 
senkrecht dazu, so wird die erste 

Jz^ cos (99^ — cp,^=Jz^ (cos 99^ cos 99,2 sin 99^ sin 992). 

Hierin ist 

z^ cos und z^ sin cp^ = 

also 

Jz^ cos (99^ — 992) —JR^ cos 992 -|~ ^2' 

Ebenso wird die zweite Komponente 

Jz^ sin (99^^— cp^=Jz^ (sin 99^ cos — cos 99^ sin (p^ 

= cos 992 — sin 992, 

daher wird 

P^ = y(P^ -f JP^ cos 992 -f- JX^ sin 992)*-^ -f- {JXj^ cos (p^ — JR^ sin cp^J^ 
Oder 

P, == VP^^ — (JX^ cos ip^ — JR^ sin 99.,)^ — 9^2 -j- 9^2) 

( 53 ) 

Mit diesen Gleichungen kann zu gegebenen Werten von P^, 
J, cp^^ P^ berechnet oder, wenn P^, J und 992 gegeben sind, P2 ©r- 
mittelt werden. Bei positiven Werten von ist die auf P^ senk¬ 
recht© Komponente von Jz^, namlich JX^^cosq)^ —/P^ sin 992 klein, 
und da si© quadratisch addiert wird, hat si© keinen groBen EinfluB 
auf den Spannungsabfall. Dann ist nach Gl. 52 angen^ert 

p^^p^J^JR^coHcp^,-\-JX^sin(p.„ ... ( 52 a) 

woraus folgt, daB auf den Spannungsabfall hauptsachlich der Ohm- 
sche Spannungsabfall des Wirkstromes Jcosq^ und der induktivo 
Spannungsabfall des Blindstromes J sin einen EinfluB haben. 

Die Gl. 52 kann zur graphischen Ermittlung der prozentualen 
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Spannungszunahme von den sekundaren bis zu den primaren 
Klemmen verwendet werden. Diese werde definiert durch 


JSTach GL 52 wird 




100. 


l/(l ' *^-^1 y_j_ 

P ’ V P 2 ' ' P o i 

~ = y(I± 

e = — 1 = Vl ± — 1. 

-t g 


Durch Reihenentwicklung wird 

±.2a-\-a^-\- ia^ ±: 4a(a‘^ -f- {a^ -)“ 

" "3 . r 



= ±a + ‘ 


a -f - 

2 


Hierin ist das dritte Glied schon 
vernachlassigbar klein und daher 

e=±« + ^ . 


Driickt man a und p in aus, 

JE, cos m, + JX, sin cn„ 

«== --.. ' p ' 'Moo, 


so wird 


^ __ JX, COB (p^—JE, sinq} ^^^^ 




( 54 ) 


Graphisch ermittelt man a und p nach Fig. 32 . 

.BG = ^^M00. 

-^2 Pc, 


45 = :^ 100 , 


Man niacht 
100 


und schlagt einen Kreis iiber AC als Durchmssser. Ein Strahl AD 
der gegen J unter dem Winkel 99, angetragen wird, fiillt somit in 
die Richtung vonP^- Daher iat AD = a ond DC = p in “/(, vonP.,, 


16 . Beispiel. 

In einer Arbeitsiibertragung fiber eine Leitung mit Widerstand 
und Selbstinduktion arbeiten die Stromempfanger mit konstanter 
Fhasenverschiebung unabhangig von der Belastung. Die primare 
Klemmenspannung P^ ist konstant. 
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Verlauf der sekundaren Spannung als Funktion des Stromes. 
Da 9^2 konstant ist, kann Gl. 52 in der Form geschrieben werden: 
[P^ + cos (9?^ — sin^ [cp^ — cp^) = P^- 

Oder nach Ausmiiltiplikation 

4” ( 9 ^/c — ‘ • (5^) 

p. 


Dividiert man durchP,^ und setzt- 


-J , wobei P der Kurz- 


schluBstrom ist, den man bei widerstandslos verbundenen sekundaren 
Klemmen erhalt, so wird endlich 


■I 4" (y-j 4" 2 ( p-l (y-l cos( 9 P^— 992) = 


(55 a) 


In dieser Gleichung zweiten 
Grades ist die. Beziehimg zwischen 
J und Pg indirekt durch die Ver- 

P J At 

haltnisse ~ ~ und — ausgedruckt. Pj 
Pi 

Die Diskriminante der Glieder zwei¬ 
ten Grades ist 

1 —cos 2 (% —95.,), 

sie ist positiv, da das Quadrat des 
cos kleiner oder hocbstens gleich 
eins ist, die Gleichung stellt da- 
her eine Ellipse dar. Tragt man 



0,2 0,‘f 0,6 0,8 1,0 - 

Fig. 33. 


J P 

die — als Abszissen und die - als Ordinaten auf, so sind die 

•I 7> Pi 

P 

Schnittpunkte mit der Ordinatenachse fiir J = 0, = 1, und mit 

Pi 


der Abszissenachse fiir P^ 


J 

:0, 7- = l. 


Die Hauptachsen der Ellipse bilden mit den Koordinatenachsen 
einen Winkel von 45 ® und sind 


1 


^2 


COS 


9 ^fc— 9^2 


und 


V 2 sin 


<P 2 


In dem besonderen Falle, daB cos (99^ — 9^2) = 0 , also 9?2~9^/c T 
ist, stellt die Gleichung einen Kreis dar. Nur das obere (—) Zeichen 
gibt einen Winkel der kleiner als 90 ® ist, wie es einem Strom- 

empfanger entspricht, und zwar wird hierbei cp^ negativ. Dieser 
Fall entspricht einer Verzogerung von P2 gegen J. 
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1 st ferner cos (<p^ — 9^2) “ 9^2 fk’’ 


fiber in 



so geht die Gleicbung 


und stellt somit eine Gerade dar. 

Ffir 93^ = 45®, vvobei R^—X^ ist, sind in Fig. 33 die Gerade I 
ffir 93„ = 45®, der Kreis II ffir 93.^ = — 45 ®, ferner die Ellipse III 
933 = 0 und + 90 ® aufgetragen (die bei 93^;.= 45 ® zusammen- 
faUen), wabrend die EUipse IV fur cp., = — 90 ®, also reine Kapazitats- 
belastung gilt. 

Dieses Diagramm gilt allgemein ffir einen Stromkreis mit kon- 
stanter Phasenverschiebung, der von einer konstanten Spannung 
fiber einen Scheinwiderstand gespeist wird. Es ist von Oehl- 
schlager zur Darstellung des Spannungsabfalles eines Wechsel- 
stromgenerators abgeleitet worden. Dort entspricht unserem 
die induzierte EMK des Generators, dem Leitungswiderstand der 
Ohmscbe Widerstand, und dem Blindwiderstand X. der durch 
Ankerruckwirkung und Streuung bedingte Blindwiderstand des 
Generators. Beim Generator ist allerdings X^ keine konstante Grofie, 
und daher gilt dort das Diagramm nicht strong. 


Maximale Leistung. 


Setzt man in Gl. 55 ffir den Strom J — —, so wird 

*2 


P 2, 




' K" + Zj cos (99^ — 99.3) 

und die Leistung an den sekundaren Klemmen 

cos 93.3 


P ^ 

= P„ cos 933 = —^ cos 93., = — 


Sie wird ein Maximum, wenn 


2j" + 23^+2ZiZ2 COS(93j^— 993)' 

^2 

dz.. 


■ 0 , als wenn 


+ ~2^ + 2ZiZ2 cos (99*. — 9)3) = Z2 [2Z3 + 2Z3 cos (93,, — 933)] 

ist. Hierbei ist die Sekundarspannung 

P z=Jz,y =J 2 - . 


Die groBte Leistung an den Sekundarklemmen ergibt 
sich, wenn die Klemmenspannung an der Belastung 
gleich dem Spannungsabfall J in der Leitung ist. Dies 
gilt unabhangig von der Phasenverschiebung (p^. Die groBte 
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Xeistung selbst ist dagegen von ihr abhangig. Durch Einsetzen 
von Z.2 = wird 




P,/ cos (p.^ 


<2max 2Z^[1~\-COS {(fi^ - 

dN., 


Fiir das absolute Maximum erhalt man aus 


dq), 


■ ( 56 ) 

*2 max ___ Q 


Oder 


xind da 
wird 


— sin [1 -f- cos (99^ — = cos sin (ip^. — (p^) 

sin 993 = — sin 99^ 

Es wird also in Gl. 56 , da 99^ — cp^ = 2 cp^, 

1 4- cos (9?^ — 993) = 2 cosVj. , 

cos 93ft = -^15 

P 4 


N, 


4 P, 


( 57 ) 


Stromdiagramm. 


Als Anwendungsbeispiel fiir die Inversion werde das Strom¬ 
diagramm auf diesem Wege abgeleitet. 

Wir wollen die konstante Primarspannung in die positive F-Achse 
legen, die Wirkstrome sind dann 
die Ordinaten, die Blindstrome die 
Abszissen des Stromdiagramms, und 
zwar liegen nacheilende Blindstrome 
in der positiven X-Achse, voreilende 
in der negativen. 

Da man von der Reihenschal- 
tung der Scheinwiderstande gi-f-gs 
durch einmalige Inversion zu den 
Bieitwerten bzw. den Stromen ge- 
langt, verwendet man das Spiegel- 
bild der Scheinwiderstande, indem 
man positive Blindwiderstande 
gegen die Wirkwiderstande um 90 ^ 
nach riickwarts, negative nach vor- 
warts gedreht auftragt. Somit 

macht man in Fig. 34 in Richtung der positiven X-Achse OC — X^, 
senkrecht dazu CD == dann ist OD — . Wird ferner ein beliebiger 

Wert von X^ — DH, der dazugehorige von R^ = HE aufgetragen, 
so ist DD = z,,, ^DEB^cp^ und OP = Oi) + DP = Si + 

Bei Veranderung des Betrages von 2:., bei konstantem 99^ 





Fig. 34 . 
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wegt sieh Punkt E auf dor Geraden DE, sie ist der Ort des Vek- 
tors der den resultierendan Scheinwiderstand -j- darstellt. 

Der Ort der resultierenden Leitwerte bzw. der Strome ist daker 
ein Kreis durck den Ursprung, dessen Mittelpunkt M auf einem 
Lot OF vom Ursprung auf die Gerade DE liegt. 

Der Radius OM ersckeint gegen die positive Z-Aekse um den- 
selben Winkel (p^ zuruckgedrekt, wie die Gerade DE gegen die 
Ordinatenackse. 

Da wir von dem Spiegelbild der Scheinwiderstande ausgingen, 
bezeichnet die Zuriickdrekung des Radius um cp^ eine Nackeilung 
von J gegen P<,, bei Voreilung ist der Radius um gegen die 
J-Achse nack vorwarts gedrekt. 

Die Vektoren von 0 nack dem Kreisbogen OB A stellen alle 
moglicken Strome von z., =0 bis Zg = oo dar. Piir z., = 0 (kurz- 
gescklossene Leitung) ist Punkt A invers zu D und im StrommaB- 
P F. 

stab < 9 A=—um 95^ = arctggegen verzogert. OB^J 

1 

ist invers zu E und stellt den Strom fiir den durch DE dargestellten 
Wert von dar, er ist gegen um (p^ verzogert. Dem unendlich 
fernen Punkt der Geraden = oo) entspricht der Ursprung 0 und 
J = 0 (offene Leitung). Da 0.4 = unabhangig von der Belastungs- 
art ist, gehen alle Kreise fiir verscbiedene Werte von cp^ durck A, 
alle Kreismittelpunkte liegen auf dem Mittellot M 8 auf OA. 

Die Ordinate BN von OB—J ist der Wirkstrom J cos cp^, 
daher auch ein MaB fiir die zugefiihrfce Leistung = P^J cos 99^. 
Der Ordinatenabschnitt BL verhalt sich zu wie 

Daher stellt BL 

J^E,,— P.^ J cos (p^ ==N,2 
im gleichen MaBstab dar wie BN 

(E^ + i 2 ,) = P, J cos (p^=N^. 

Der Ordinatenabschnitt zwischen dem Kreis und der Geraden 
OA ist proportional der sekundaren Leistung, das Verhaltnis BL:BN 
des Wirkungsgrad N^:N^. 

N^ ist am groBten fiir B^^ auf dem Mittellot auf OA. Da 

= + 

war, wird auch — =:r= -j- ^. 

81 5i 
P 

Im Diagramm ist OA= =e7^., OB = daher die dritteSeite 
P 

AB=~^, sie verhalt sich zu OA wieP^rP^. Aus dem Diagramm 

h 

ist daher femer ersichtlich, daB fiir maximale Leistung (Punkt 
P^==Jz^ ist, wie friiher abgeleitet. 

Eine Verallgemeinerunff dieses Diaeramms findet sich in Kan. XII. 
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17. Leistungsmessung nach der Drei-Voltmeter-Methode. 

1 st ein Stromverbrauclier in Reihe mit einem Ohmschen Wider- 
•"Sitand R geschaltet, so lautet Gl. 55 

= + ^ (.7 R) cos , 

•und hiermit wird die sekundare Leistung 

cos y., = . (58) 

Man miBt also mittels je eines Voltmeters (s. Fig. 35 ) die Ge- 
■samtspannung P^, den Spannungsabfall 
im Widerstand und die Spannung an 
•d-em Stromverbrauclier und berechnet die 
Xieistung nach Formel 58 . 

Diese Methode ist von Swinburne, 

Ayrton und Sumpner angegeben wor- 
dlen. Sie hat den Nachteil, daB ein ziem- Fig. 35 . 

lich groBer Widerstand erforderlich ist. 

Damit die Genauigkeit der Messung groB wird, soil moglichst JR 
= ^2 sein, damit wird aber der Verlust im Widerstand J'^R = P.^J, 

-a,lso —-— mal so groB wie die zu messende Leistung. 
cos (p^ 



rraenckel, WechselstrSme. 2. Aufl. 


4 



Fiinftes Kapitel. 

ParaUelschaltung von Stromkreiseii. 

18. Grundgesetz fiir die ParaUelschaltung von Stromkreisen. — 19. Der resuh 
tierende Scheinwiderstand von zwei parallelgeschalteten Zweigen. — 20. Strom- 
resonanz. — 21. Leistungsmessung nach der Drei-Amperemeter-Methode. — 
22. Korrektionsformeln fiir Leistungsmesser. 

18 . Grundgesetz fiir die ParaUelschaltung von Stromkreisen. 

Sind mehrere Stromkreise parallel geschaltet, so haben alle die 
gleiche Spannung. Jeder Zweigstrom ergibt sich durch Division 
der Klemmenspannung durch den Scheinwiderstand des Zweiges, und 
der Gesamtstrom ist die geometrische Summe der Zweigstrome. Es ist 

02 

Ss=r = ^‘j 3 = 5 p (^3+^63) 


3 — 3i ~i" 3a + S 3 + • • • = ^ (~ “T ~ + ~ + • • •) ~ ^ 7 

''Si 83 83 J I 

= ^ (^1 + ^>3 + ^3 + • • •) = ^>5 

= ^ [S'l+S's + 9'3+ ••• + ? (^1 + ^3+^ 3 + •••)]• 


Der resultierende Scheinwiderstand der ParaUelschaltung ist 


1 

8 





• ■ ( 59 ) 


der resultierende Scheinleitwert 

^ = + ^>2 + ^3j • ( 60 ) 


worin g = + g -3 -f. ... = 2’(gv).(6l) 

h = K + \ + h + ----:s[K) .(62) 
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Die Phasenverschiebung des resultierenden Stromes ist 

h 

9 ' ^ {Qv) ■ 


tg = T == ■ 


Man addiert die Wirkstrdme und die Blindstrdme bzw. die 
ihnen entsprechenden Wirk- und *‘Blindleitwerte und setzt sie geo- 
metrisch zu dem resultierenden Strom bzw. zu dem resultierenden 
Scheinleitwert zusammen. 


19. Der resultierende Scheinwiderstand von zwei parallel¬ 
geschalteten Zweigen. 


Nach Gl. 59 ist 


Oder 


1 _ 1 



hh 

h + h 


( 63 ) 


Um diesen Scheinwiderstand graphisch zu ermitteln, verfahrt 
man wie folgt. Durch Division durch 5^^ wird 


1 __ h __ ^ 

5i 2fi ”i“ 33 

Bezeichnet man die Summe -j- §.3 3 ^ setzt die Phasen- 

winkel 9?, cp\ so wird auch 


Diese Gleichung zerfallt in zwei, die erste ist 


J 2 


die zweite 


<P- 



Es verb alt sich also der 
Betrag des resultierenden 
Scheinwiderstandes z zu dem 
des einen Zweiges, wie der 
des anderen Zweiges zur 
Summe, und die entsprechen¬ 
den Phasendifferenzen sind 
gleich. 

Tragt man daher (s. Fig. 36 ) OA-=Zj^, OB = 7^ nach GroBe 
und Phase (p^ bzw. gegen eine Anfangslage auf, so ist 00 ihre 
Summe z\ Macht man nun das Dreieck ADO ahnlich dem Dreieck 


Fig. 36. 
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GBO, so ist OD der gesuclite Scheinwiderstand z nach GroB© und 
Phase. Zur Konstruktion braucht man nur das Dreieck OBC nach 
OB'G' zu legen und durch A die Parallel© AD zu G'B' zu ziehen. 

BeispieL In einem Stromkreis seien ein© Anzahl Gliihlampen 
in Reihe und zu jeder eine Drosselspule parallel geschaltet, um beim 
Durchbrennen ©iner Lamp© eine 'Unterbrechung des ganzen Strom- 
kreises zu verhindern (s. Fig. 37). Es soli untersucht werden, wie 
sich beim Erloschen einzelner 
Lampen der Strom und damit die 


WTin 

/I_ 

m 


rm 


w ■ ys --- ^ --' vv-- 

Lt 

r\ _- ■s.y -_ . W_ . 


MS 

Im 

Fig. 37. 


ml 



HeUigkeit der iibrigen Lampen andert, wenn die Klemmenspannung 
des ganzen Stromkreises konstant gehalten wird. 

Sei der Widerstand einer Lampe, R:^^ z^ sind die Kon- 
stanten einer Drosselspule. 

Ist z der aus der Parallelschaltung von R^ und z,, resultierende 
Scheinwiderstand, J der Gesamtstrom, so ist die Spannung einer 
Gruppe 

P' = Jz 

und der Lampenstrom 

—EL—li 

d. h. der Lampenstrom ist stets dem Gesamtstrom proportional und 
andert sich wie dieser, man braucht daher nur die Anderung des 
Gesamtstrom es zu untersuchen. 

Die Aufgabe moge graphisch mittels der Inversion behandelt 
werden. In Fig. 38 ist OA = R^, OB — z^ (und zwar das Spiegel- 
bild) und OG der resultierende Scheinwiderstand z. 

VefgroBert man den MaBstab auf den ^fachen Betrag, wobei 
n die Zahl der Gruppen ist, so ist OC=nz der Scheinwiderstand, 
wenn alle Lampen brennen, und OB = nz^j wenn keine Lamp© 
brennt. 

Sind mLampen erloschen, so sind die Scheinwiderstande (n — m)z 
und mz^ zu addieren. Macht man GD:OC = m:n, GD = mz, so 
daB OD — {n — m)z ist, und zieht DE parallel zu OB^ so wird 

DE — ^OB — mz^, OE ist also die Summe aus (n — m)z und 
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. Andert sich m, so bewegt sich E auf der Geraden CB der- 
dLaB GE:GB — m:n ist. GB ist das Diagramm der Schein- 
w i ci er s t an de. 

33 as Stromdiagramm bei konstanter Spannung ist daher der 
Jxiir Geraden GB inverse Kreisbogen FHG, dessen Mittelpunkt M 
dem Lot von 0 auf GB liegt. OF stellt den Gesamtstrom nach 
GrdOe und Phase dar, wenn alle Lampen brennen, OG wenn keine 
Lu.i^ipe brennt und OH wenn mLampen erloschen sind. H wandert 
^^>0! Anderung der Zahl m auf dem Kreis von F bis G. 

Man sieht, daB bei konstanter Klemmenspannung die Strom- 
linderung sehr bedeutend werden kann. Sie wird um so kleiner, je 
weiiiger z==OG sich von unterscheidet. Da 

g — — ^-2 

hi~\~h 11 h ’ 

iBt dies aber nur der Fall, wenn g., klein gegen d. h. der Strom 
ill der Doppelspule groB gegen den Lampenstrom ist, dann ist der 
Wirkniigsgrad der Anlage schlecht. Es ist daher zweckmaBiger, die 
St.romquelle nicht auf konstante Spannung, sondern auf konstanten 
Htrom zu regulieren. Wie die Spannung hierbei zu todem ist, gibt 
die Gerade GB an. 


20. Stromresonanz. 


Ein Kondensator und eine Drosselspule sind parallelgeschaltet 
(Fig. 39 ). Die Scheinwiderstande der beiden Zweige sind: 

Der Scheinwiderstand der Parallelschaltung ist nach Gl. 63 


+ [coLB^ 


% 

coG. 




Rc C 

I-MMA/— “ 


+ ■ 4 "? 1 ^-^ — 


cod. 


Mctch-t man den Nenner reell, so erhalt man den 
Wirk- und den Blindwiderstand der Parallel- 
Hchaltung 


Ri L 


Fig. 39 . 




R.. 




coG. 


(R^ 4- RJ^ -j- ^o) I( — ^ j 


• -( 64 ) 


X„ 


1 


— coL 


coC 

lC ‘ J 


iG ‘ J 


+ -r 1 


■>G. 


. . . .( 65 ) 




wo 2 dor Schomwidorj'taiid ji ilt'f •, - 

Ber GesamtHtrom i«t iu«ii :fi *■ o • i- ■, .'.t 

Idoine VorluHto {(’OH</'kli*!iii wfi-llt du-I'.Uil;'i*. o BKhs j • ! • | 
fast oino Untorlirta-hittijj !,*•,{.a.j.: 

Roihoimchaltung von t»ii4 )..j 

Frequoiiis boi ktcinpii VVrlttst 'ii mtln/ti ♦ H ., - , v ‘ 

Bort waron dio ToilspHimiitigon vit-j j»f.«rtrr a| , .'ii. » . ! A . 

man spraoh von HpauumigHK-Mown;. !»,•> .5, |i 

gogcn don (xonamtHtr^nu ^obi* gioU sh s 'i. j ^ 

resonanz. Sind z. B. dio \Vf!ii«io j.d.-* /«. ■ , ,, 

Soheinloistung (cos(i.oi-.. h* !•»« 1 dc n..,’,, ,, 

wie dor Gosamtstroni. 

Eino solche Sclmltiing WhcI Mniin-n i-*, s . . i.i 
qucnz sehr versohitHiotio SclicinttidM '.i »n4.* 

Wir Htollon ditmo in AbMugigtiji d. 1 rs.-c.- nr , 
duroh das Frcquenzvwhiiltnis ttnd d.*. U j.f.-.-1 ,.;4u ,,‘,ki ,4. ■>. 
d(r ReihcnFchaltung d«r nnd ic(/,,.n 
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0 


wird 


( 1 + 0 ^) + iQ 


%S =' /I 

^ -{- 9 Q j 




,d. <ier Betrag 


■ R 


I 


/(I + q'^T -j- (s ^ 


iV 


+ <5 


itJr CO =^0 5 ^=1 wird der Wirkwiderstand bei Resonanz 

,1+0^ 




.( 68 ) 




d. endlieh 


Rn 


*]/' 




d 


4 ~[" 




. .( 69 ) 


Bei kleinen Verlusten ergibt sich ein sehr ahnlicher Verlauf 
^ :== f (co) wie fiir die Leitwerte bei der Spannungsresonanz mit 

3ob.a,rf ausgepragtera Maximum. Bei groBeren Widerstanden ist das 
-\rerlia.lten verschieden; die Kurve lauft fiir o) Null und unendlieh nicht 


xxa.ch JSTull, sondern nach R. 


Wird 


^ == 1, d. h. jK = 



so erhalt 


XXI Sin in Gl. 66 den unbestimmten 
NVerti g. Nach Gl. 68 u. 69 wird 
== jRQ = R. Der .Stromkreis ver- 
Balt sich bei alien Erequenzen wie 
oinJkonstanter Ohmscher Widerstand. 

Wird endlieh so ist in 

G- 1 . 6 6 die zweite Wurzel wieder 
gleicla 1, bei der Erequenz co^ hat 
xxxebxx a-ber nicht ein Widerstands- 
sondern ein Minimum. 

Fig. 40 zeigt als Eunktion 

Iiq 



^0X1 


-- fiir p = 0 , 1 , 0 , 5 , 1 und 2 . 

lb) Sind die Widerstande ungleich aber klein gegen 



so 


<i^as Verhalten ahnlich dem bei gleichen Widerstanden. Ist ein Wider- 
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stand groBer als der andere kleiner, so ist in Gl. 66 die zweit© 

Wurzel imaginar, es gibt dann keine Frequenz mehr, bei <lor die 
Blindstrome sich aufheben. 


E 


auf, der 


21. Leistungsmessung nach der Drei-Amperemeter-Metho<l('. 

Entsprechend derMethode der Leistungsmessung niit drei Volt- 
metern hat Fleming eine seiche mit drei Amperemetern ang(>ge.ben. 
Schaltet man zu einem Stromkreis, der bei der Spannung P oinen 
Strom J unter einem Phasenwinkel cp aufnimmt, oinen Ohinschen 

^ P 

Widerstand R parallel, so nimmt dieser einen Strom ^ 

gegen um cp voreilt. Der Gesamtstrom wird 
P = y/ + /,2 + 2/,/3Cosg.. 

Die Leistung des Stromes Jj ist 

P = P/j cos cp == R cos (p 

-1 

N-. 




/y 


(P 


■7 2 - 
■^1 


■ /P) p 


( 7 (») 


Man miUt (s. Fig. 41 ) die Teilstrdnie inid 
den Gesamtstrom und berechnet die Leistung 
nach Gl. 70 . 

Die Messung hat aber den glcichen Nach- 
teil wie die mit drei Voltmetern. 


22. Korrektionsformeitt fur Leistungsmesser. 

Die meist verwendeten Leistungsmesser beruhen auf dein elcktro- 
dynamisehen Prinzip. Sie besitzen eine feste, vom Hauptstrom i 
des zu messenden Kreises durchflossene „Strom8pulo**, in dcren 
magnetischem Feld eine drehbare Spule schwingt, die don Zeiger 
tragt, und die im NebenschluB zu dem zu messenden Stromkreis 
liegt. Der NebenschluBstrom hangt von der Spannung ab, und 
das mittlere Drehmoment ist proportional dem Mittelwert M (ii ). 
Der Ausschlag a ist dem Drehmoment proportional. Ist C die Kon- 
stante des Instruments, so ist Ca = M(iQ. 

Der Hauptstrom sei um tp gegen die Spannung verzogort, der 

NebenschluBstrom um (p^, wobei = arctgist. 

L„ 1st die Induktmtat, P„ der Widerstand der Spannungsspule. 


Ca=M (iij = cos (99 —. 95J == J 




= cos (95 — 


= /^cos(9> —9jJcos9>„. 



22. Korrektionsformeln fiir Leistungsmesser. 
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Die Leistung ist 


iV = P/ cos 99. 


Daher wird 


Oder 




cos \ • 




” 1 -j- tg 93 tg ( 


( 71 ) 


Damit der Ausschlag der Leistung genau proportional ist, muB 
verschwindend klein sein, dies wird durch groBe Vorschalt- 
widerstande erreicht. 

Die gemessene Leistung bedarf einer weiteren Korrektur, je 
nachdem die Spannungsspule an die Klemmen der Belastung oder 
an die Klemmen der Stromquelle geschaltet ist (s. Fig. 42 a und b). 

Wird die dem Stromverbraucher zugefiihrte Leistung gemessen, 
so ist bei der Schaltung Fig. 42 a von der gemessenen Leistung 

p2 

der Verlust in der Spannungsspule — zu subtrahieroUj und bei 
Fig. 42 b der Verlust in der Stromspule 



Fig. 42 a. . Fig. 42 b. 


Wird die Leistung des Generators gemessen, so sind die ent- 
sprecbenden Betrage zu addieren. 

Die Genauigkeit erforderb, daB die Schaltung gewahlt wird, 
bei der die Korrektur am kleinsten ist. 

Bei groBer Spannung und kleinem Strom ist die Korrektur fiir 
die Stromspule meist kleiner und Schaltung Abb. 42 b zu wahlen, 
bei klqiner Spannung und groBem Strom ist die Korrektur fiir die 
Spannungsspule meist kleiner und dann die Schaltung Abb. 42 a 
vorzuziehen. 




Seclistes Kapitel. 

Zusamnieiigesetzte Stroinkreise. 

2B. Zwei parallelgeschaltete Impedanzen in Reihe mit einer dritten. — 24. Die 
Wheatstonescbe Briicke far Wechselstrom. — 25. Erzeugung von 90^^ Phason- 
verschiebung zwisohen Strom und Spannung. — 26, Die Schaltiingeri von 
Boucherot. — 27. Spannungsregelung einer Leilung durch Blindstrom. — 2S. Be- 
rechnung von Stromverteilangen durch Superposition. 

Unter zusammengesetzten Stromkreisen sollen solche vcrstanden 
werden, die z. T. durch Reihensclialtung und z. T. durch Parallol- 
schaltung entstehen. An Hand einiger Beispiele soil die Anwendung 
der graphischen und symbolischen Methoden weiter geiibt worden. 


23. Zwei parallelgeschaltete Scheinwiderstande in Reilie mit 

einem dritten. 


In einem Stromkreis sind nach Fig. 43 zwei parallelo Sc 5 hcin- 
widerstande z,j, mit einem dritten Zg in 
Reihe gesohaltet. Es soil untersucht 
werden, wann der resultierendo Schein- 
widerstand bei Unterbrechung* oines 
Zweiges seinem Betrag nach unvcnindert 
bleibt. 

Es seien in Fig. 44 z^ = OA und z^ — OB unter ihren Phasen- 
winkeln cp gegen irgendeine Anfangsrichtung aufgetragen. 



Fig. 43. 



Fig. 44. 



24. Die Wheatstonesche Briicke fiir Wecliselstrom, 
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sei als Ohmselier Widerstand angenommen, als = so 
ist die Richtung OA die Anfangsrichtung, uad z,^ = OB eilt um 

= arctg —OA vor. 

z=OC ist dor nach Soit© 51 ermittelte Scheinwiderstand der 
Parallelschaltung von und Soli nun die geometrisch© Summe 
von Zq und z ©b©nso groB s©in wi© die von und so muB dor 
Anfangspunkt M d©s V©ktors MO==Zq auf dem Mittellot in BC 
liegen, d©nn dann ist MC = MB. 

Es gibt also ©in© groBo Zahl von Scheinwidorstaden 2^, b©i 
denen dies moglich ist, jeder hat ©inon anderen Phasenwinkel q )^. 
MO ist gegen di© Ausgangslag© um cp^ im Sinn© der Verzogerung 
gedreht, d. h 2;^ ©nthalt Widerstand und Kapazitat. Liegt M in M\ 
so daB Zq—M'O in di© Anfangsrichtung fallt, so ist z^ ein induk- 
tionsfreier W^iderstand; liegt ©ndlich M in Jf", so daB M" 0 gegen 
die Ausgangslag© im Sinn© der Voreilung gedreht isfc, so ist Wider¬ 
stand und Induktivitat vorhanden. 

Liegt das Lot auf BC parallel zur Ausgangsrichtung, so ist oin 
Schnitt mit ihr nicht mehr moglich, 2^ kann also nur noch Wider¬ 
stand und Kapazitat enthalten. Dies ist der Fall, wenn BC senk- 
recht zur Ausgangsrichtung liegt, d. h. wenn cos — z cos cp oder 
wenn gleich dem resultieronden Widerstand der Parallelschaltung 
von und z.^ ist. 

24. Die Wheatstonesche Briicke fiir Wecliselstrom. 


Die Scheinwiderstand© der vier Briickenzweige in Fig. 45 seien 
22, 2^3, ihr© Phasenwinkel (59^, (p^, cp^. Darnit das Galvano¬ 
meter nicht ausschlagt, muB die Spannung zwischen den Punkten C 



Fig. 45. Fig. 46. 


nach GroBe und Phase gleich der zwischen A und D, und ©benso die 
Spannung zwischen G und B gleich der zwischen D und B sein. 
Dann ist aber auch J^ = J^ und J,^==J^. In dem Vektordiagramm 
Fig. 46 ist dor Vektor der Klemmenspannung, si© besteht aus 
den beiden Teilspannungen 

A C ^ JtT 2 ^2 C B —• J ~g Z3 ——- .J~ 2^4 5 
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und iiber diesen Spannungen sind die Spannungsdreiecke konstruieit 
Durch Division der Spannungsgleichungen erhalt man nnter Beriick- 
sichtigung der Stromgleichungen 

^ = ^.( 72 ) 


Die Phasendifferenz zwischen den Stromen ist 


Oder 

.( 73 ) 


Die beiden Bedingungen, die erfiillt sein miissen, konnen am 
besten folgendermaBen geschrieben werden: 

2^2^=2323. (72 a) 

9 ^ 1 + 9 ^ 4 == 953+ 953.■ • • ( 73 a) 

Es miissen erstens die Produkte der Betrage gegeniiber- 
liegender Scheinwiderstande nnd zweitens die Summen ihrer Phasen- 
winkel gleich sein. 

Liegen an einem beliebigen Knotenpunkt zwei Ohmsche Wider- 
stande, ist also z. B. (p^ — (p^ = 0 , so miissen die Phasenwinkel der 
beiden anderen Zweige gleich sein, d. h. cp^ — cp^, Liegen dagegen 
in gegeniiberliegenden Zweigen der Briicke Ohmsche Widerstande, 
so sind die Phasenwinkel der beiden anderen auch gleich, sie haben 
aber entgegengesetztes Vorzeichen, d. h. liegt in dem einen eine 
Drosselspule, so muB in dem anderen ein Kondensator liegen, 
Es ergibt sich also die Moglichkeit einerseits Induktivitaten unter 
sich, andrerseits eine Kapazitat mit einer Induktivitat in der Briicke 
zu vergleichen. 

Vergleich von Induktivitaten. Es liegen in don Zweigen 
1 und 2 die Widerstande und R^, In 3 und 4 liegen 

2^3 = y B^ 4" (cO = J?3 Vl -[“ tg^ 993 , 

2^ = V J?/ -j- {coL^Y Vl + tg^ 95^ . 

Da nun 993 = 99^ werden soli, wird Gl. 72 a 

B^R^ = R,^B^ .( 74 a) 

und ferner 

CO CO 

Oder 

h -K3 i?, 

L-R-R, 

Man gleicht daher zunachst mit Gleichstrom ab, so daB die 
Bedingung 74 a erfullt ist; bei der Abgleichung mit Wechselstrom 









24. Die Wheatstonesche Briicke fiir Wechselstrom. 
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wird dann die zweite Bedingung erfiillt. Diese gilt unabhangig von 
der Periodenzahl. 

Vergleich von Induktivitat und Kapazitat. Hierbei liegen 
in den gegeniiberliegenden Zweigen 1 und 
4 Fig. 47 die Ohmschen Widerstande 
und B^, in 2 der Widerstand 
Induktivitat L, in 3 die Kapazitat G und 
parallel dazu der Widerstand B^. 

Der Leitwert des Zweiges 3 ist 

2/3 = 1/ (ig) 

tg(p.^ — — coGB^. 

Der entsprecbende Scheinwiderstand ist 



B, 


B. 


ferner 


2/3 yi + (a)( 7 ii: 3 )^ Vl+tg>3’ 


Z„^=V -f- (<a = B .2 Vi + tg^ 9 J 3 . 

Aus Gk 72a wird daher 




£2 

+ tg>3 


Oder, da dem absoluten Wert nach (p^ — cp^ sein soli, 

■^1 -^4 ~ ^*3 

Da tgcp^ — — tg 9 ^ 3 , wird ferner 


a)L 


CO C Bo 


Oder 


L 

c'' 


: -^3- B^ , 


(75a) 


(75b) 


Nach Abgleichung der Widerstande mit Gleichstrom wird erst 
der Gl. 75a geniigt, die Abgleichung mit Wechselstrom ergibt dann 
die Erfiillung der Beziehung 75b. Diese ist auch wieder von der 
Periodenzahl unabhangig. 


Leistungsmessung mit der Briicke. 

Zur VerlustmessunginKondensatoren bei Hochspannung 
ist die Wattmetermethode ungeeignet. Fine von der Phys. Techn. 
Keichsanstalt verwendete Briickenschaltung^) zeigt Fig. 48. ist 
der zu untersuchende Kondensator, dessen Verlustwiderstand B^ mit 


Semm, Arohiv f. Elektroteohnik, Bd. IX, 1920, S. 30. 
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0^ in. Reihe angenommen werdo. ist ein verlustfreier (Luft-) 

Kondensator von bekannter Kapazitat, und R^ kapazitats- und 
induktionsfrei© Widersttod©, ©in veranderlicher g©©icht©r Kon¬ 
densator. 

Da hier <p^=-0, — ist, wird 

9’i + 9=’4 = —so'* 

und 


cos cp^ — — sin cf ^, 


— sm q)^ — cos (p ^. 



fl 

Va 


Ebenso wird 


- sm cp^ 


2/4 cos ( 


a 


CD O^R^ 

_ ri ^ A 


= 


3 


D©r Verlust iit R ^, worin die Spannung an 

und ist. Ist R,^ gegen den groBen Widerstand R^ zu vernach- 
lassigen, so ist angenahert gleich dor Spannung der Briick© P. Da 


= 

cos cp^ — sin (p^' 


wird nach Einsetzen d©s Wertes von 

worin fiir klein© Winkel — sin cp^^ — tgq)^ — R^coG^ gesotzt werden 
kann. 


25. Erzeugung von 90® Phasenverschiebung zwisclien Strom 

und Spannung. 

Eiir MeBzweck© (Zahler) ist ©s oft notig, ©in© Phasonverschiobung 
von genau 90® zwiscben dem Strom ©iner Zahlerspul© und der 
Spannung zu erzeugen. Da ©in© Drosselspul© stets ©inen gewissen 
Ohmschen Widerstand hat, ist der Strom gegen die Spannung an 
der Spul© urn weniger als 90® phasenverschoben, ©s sind daher bo- 
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werden sollen. (Ein© ausfiihrlich© Zusammenstellung s. Waltz, 
ETZ 1905, S. 230.) 

Method© von Hummel (Fig. 49). Parallel zur Zaierspul© 
mit dem Scheinwiderstand Zq liegt ein Ohmscher Widerstand und 


in Reih© mit beiden eine Drosselspule 
Es soli nun der Strom Jq der 
Zahlerspule gegen die ganze Klemmen- 
spannung P um genau 90® verzogert 
sein. 

Fig. 50 zeigt das Vektordia- 
gramm. Dem Strom eilt die 



Fig. 49. 



Spannung um <Po = arctg^^ vor, in Phase mit liegt der 

Strom im Widerstand . Der Gesamtstrom J ist die Summe 
aus Jo J'l’ 9’2 = arctg^^ die Spannung Jz^ vor, 

die mit JqZq zusammen die Klemmenspannung P ergibt. 

Die Beziehung zwischen den Scheinwiderstanden, damit P gegen 
Jo um 90® voreilt, ergibt sich wie folgt. 

Es ist 

* I 2 

Si==3o;^ '“‘i S==So + 3i = So-^-^-^> 

ferner 

= So 8o + S 52 = So(5o + * 2 ) = So 5 • 

Das Verhaltnis zwischen P und Jq ist also durch den Schein¬ 
widerstand § ausgedriickt, in diesem muB der Ohmsch© Widerstand 
Null sein. Es ist 


p I --ir A. “t ~ -^0 4" i(-^2 “i" i ^ 2 ) 
S — "r ^ -^0 



Der reell© Teil wird Null, wenn 
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ist. Der Blindwiderstand ist 


z= 


Setzt man den Wert aus (76) fiir ein, so wird 


X: 


Xq -4- X^ 

Xq X^ ^ 0^2 


(77) 


Methode von Gorges (Fig. 51). Hier liegen zwei Zahlerspulen, 
/7 deren Scheinwiderstand sei, in 

zwei gegeniiberliegenden Zweigen 
einer Briicke, in den beiden an- 
deren Zweigen gleichgrolia Ohm- 
sche Widerstande E^^, Die Punkte 
C und D der Briicke sind dureh 
den Ohmschen Widerstand E^ 
verbunden, und vor die Briicke 
ist eine Drosselspule geschaltet. 
Aus der Symmetrie folgt, daB 
die Strome und Spannungen der beiden Spulen unter sicb und 
ebenso die der beiden Widerstande E^ unter sicb gleichgroB und 
in Phase sind. In dem Diagramm Fig. 52 bilden also die Spann- 
nungen der vier Briickenzweige ein Parallelogramm ACBB, in* 

und gegen um cp^ — arctg —^ 



dem AO~DB 
voreilt, wahrend A D 


Jq Zq 


ist 

CB- 


- Ji E^ in Phase mit ist. 


DC ist 



die Sparmung zwischen den Punkten D und G der Briicke und 
gleieh E^ in Phase mit dem Strom der sich als geome- 
trische Differenz von und ergibt. Die Spannung an der 
ganzen Briicke ist die Summe aus z^ und E^ und gleieh 
AB, und der gesamte Strom / die geometrische Summe aus und 
An AB reiht sich nun die Spannung Jz.^ der Drosselspule, so 
daB die Klemmenspannung P — AE dem Strom um 90^ 
voreilt. 





26. Die Sohaltungen von Boucherot. 
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26. Die Schaltungen von Boucherot 

Von Boucherot wurden einige Schaltungen angegeben, die unter 
dein Namen „Kondensator-Transformatoren“ bekannt sind, und die 
zur Transformierung einer konstanten Spannung in einen konstanten 
Strom dienen. Hiermit soil in Anlagen mit in Beihe geschalteten 
Bogen- Oder Gliihlampen die Unabhangigkeit des Stromes von der 
Zahl der in Reihe geschalteten Lampen erreicht werden. 

Bei der einen Schaltung ist parallel zu dem 
. Lampenstromkreis, dessen Scheinwiderstand sei, 
nach Fig. 53 ein Kondensator und vor das Ganze 
eine Drosselspule geschaltet, Ist der Ladestrom 
des Kondensators, so ist 


- X - X- K - X - X X - 


^ (OC 


' 3o So 


Oder Si==ySoSo<^^ 
S = 3o + Si == So ^ ^ So) • 


Fig. 53. 


Dio Klemmenspannung ist 

$ = So So + ? S So [So + ? ^ ^ ^ So)] 

Macht man 

. 1 
a)L = —^, 
coC 

so wird Jq unabhangig von Zq 

$ 


So = 


^ a)L' 


Diese Beziehung gilt offenbar nur, wenn der Kondensatorstrom- 
kreis und die Drosselspule widerstandsfrei sind. 

Setzt man cdL — ~^==X, so ist der Gesamtstrom 


CO C 




= So + 


und nach Einsetzen des Wertes von 

p 


3 = 




1st der Belastungsstromkreis unterbrochen, d. h. JRq und Xq — co, 
so wird J'=oo, beim sekundaren KurzschluB dagegen, R^ = Xq = 0, 
P 
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Bei einer zweiten Sclialtung sind Kondensator und Drosselspule 
der Abb. 53 miteinander vertauscbt, die Beziehungen sind ganz 
analog. 

Eine weitere Schaltung ist die Briickenschaltung Fig. 54 . Hier 
^ sind wegen der Symmetrie die Strome und 

Spannungen der bei den Kondensatoren unter 
sich, und die der bei den Drosselspulen unter 
sich gleich. Es ist 



"f" So' 


: 

O 2 






Eliminiert man so wird 


Wird wieder coL — —^9 gemacht, so ist 

CO (J 

So = -i^«C=— 

CO Ju 

unabhangig von der Impedanz Zq. 

Per Gesamtstrom ist 

S — 3i ~1~ S 2 = 

1 

Kirchhoffscben Gesetz fiir eine der Mascben ACD oder GBD 

? 32 ^+ 3 oSo = “-? x= — j (S 3 — So)-^ 


Setzt man wieder coL- 


2S2-So* 

= X, so ist nach dem zweiten 


2S2 = So(i+?|^ 


s= 


= 2 Tv 


:;59- 


'So = 






So • 


Auch hier wird der Primarstrom bei offenen sekundaren Klemmen 
{zq = oo) unendlicb groB, dagegen wird er bei kurzgescblossenen 
sekundaren Klemmen ( 2 :^ = 0 ) gleich Null. 

Der praktischen Verwertbarkeit dieser Schaltungen fiir Stark- 
strome steht die hohe Soheinleistung der Drosselspulen und Konden¬ 
satoren entgegen. So wird fiir die erste Schaltung das Verhaltnis 
der Scheinleistung des Kondensators zu der des Verbrauchstrom- 
kreises 


P^^coC _ iJ,z,fcoG 


^ZqCoO, 


fiir die Drosselspule 

PcoL 


coL 


coL 


2 sin (Pq . 



27. Spannungsreglung einer Leitung durch Blindstrom. 
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Das letzte Verhaltnis wird ein Minimum fiir ojL = Zq, und ist 
fiir ^^ = 0 gleich 2 , die Scheinleistung der Drossolspule wird zwei- 
mal so groB wie die der Belastung, die des Kondensators ebenso 
groB, zusammen gibt dies die dreifache Scheinleistung. Berechnet 
man die kleinste Summe, so erhalt man fiir die Drosselspule 
lj5V2 = 2,121, fiir den Kondensator |l/2 = 0,707, 

zusammen die 2,828fache Scheinleistung. 


27. Spannungsregelung einer Leitung durch Blindstrom. 

Oft wird veiiangt, daB die Spannung am Ende einer Leitung 
unabhangig von der Belastung konstant gehalten werde, wenn die 
Spannung am Leitungsanfang konstant ist. Hierzu verwendet man 
einen leerlaufenden Synchronmotor, der am Leitungsende an- 
geschlossen ist. Er hat die Eigenschaft, je nach der Erregung seiner 
Pole einen voreilenden oder nacheilenden Blindstrom aufzunehmen 
dessen GroBe durch die Erregung einstellbar ist, die Einstellung 
kann selbsttatig erfolgen. Der Wirkstrom, den er zur 
Deckung seiner Leerlaufverluste aufnimmt, kann, weil 
klein, im folgenden auBer Betracht bleiben (oder zum 
Belastungsstrom der Leitung gerechnet werden). 

In dem Vektordiagramm Fig. 55 ist der Be¬ 
lastungsstrom am Ende der Leitung gegen die dort 
herrschende Spannung um 99 ^ verzdgert, der Blind¬ 
strom des Synchronmotors Jq um 90^ voreilend, die 
Summe ist der Leitungsstrom dem der Spannungs- 



Fig. 55. 


abfall z in der Leitung entspricht. Die Summe von Pg und z ist 
die Spannung P^ am Leitungsanfang. Die Spannungsgleichung ist 
somit 

% 4" (Sa + So) B 

und durch Division durch § die Stromgleichung 

0 h 

ist der KurzschluBstrom der Leitung bei der Spannung , ebenso 


% 


der KurzschluBstrom fiir 


Tragt man in Fig. 56 




■ OA um 99 ^ verzogert gegen auf, 


hieran AB — ^.^ unter gegen ^g und ^^ — BO um 90^ 

voreilend, so ist 0 0 = --. Soli 95, und — konstant sein, so muB 

8 8 ■ 

bei Veranderung von gg 3o andern, daB sein Endpunkt O 
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auf dem Kreis mit dem Radius Es gibt eine Grenzbe 

z 

lastung, bei deren Uberschreitung die gewiinschte sekundare Spannuiij 
nicht mehr erreicht wird. Die Grenze ist durch den Schnitt de 
Kreises mit der Ordinatenachso (P^) gegeben. Es mu6 somit dii 
Bedingung erfiillt sein: 


P P 

cos cp^ + Ja cos <p^^~ 

X z 


Pi ^ '^2 2 cos q}^ 

-^+COS99^. 


Die GroBe des Stromes berechnet sioh aus 


J^=:BC = OE- 


= ^ sin 95„ -f Ja sin 


- COS 9?,^-f-*^2 9^2 j • (^^9) 


* - « r ^ Ini Grenzfall wird der Ausdruck ixntei 

dem Wurzelzeichen Null. 

Bei unbelastetem Netz miiBte negativ 
(nacheilend) und gleich AD sein, seine GroBe 
folgt aus Gl. 79 fiir J^—O. 

Um den Synchronmotor gut auszu- 
^ nutzen, wird man die Verhaltnisse so wah- 
len, daB der groBte nacheilende Strom (bei 
' Leerlauf) ebenso groB ist wie der groBte vor- 

eilende Strom (bei Vollast). Dieser Fall berechnet sich wie folgt. 
Es isfc bei Vollast 


'P (P (P 

-W + +(^-"sin99^+J,sin952— 


und bei Leerlauf 




Setzt man die rechten Seiten einander gleich, so wird 

2 sin 4- ^ sin 9?2 


worin zur Abkiirzung ^ = J^z^:P^ gesetzt ist. 

Das Verbaltnis d der Strome, das aueh das Verhaltnis der 
Scheinleistungen des Synchronmotors und der Belastung ist, hangt 
in erster Linie von <pj^ und und uur zum kleineren Teil von C ab. 
Das Verhaltnis der primaren zur sekundaren Spannung berechnet 






20. Berechnung von Stromverteilungen duroh Superposition. 
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28. Berechnung von Stromverteilungen durch Superposition. 

Die Berechnung der Stromverteilung in Netzen mit Maschen 
und Knotenpunkten erfordert die Aufstellung eines Systems von so 
vielen linearen Gleichungen wie resultierende Scheinwiderstand© 
zwischen je zwei Knotenpunkten vorhanden sind. Andert sich die 
Belastung eines Zweiges, so andern sich im allgemeinen die Strom© 
aller Zweige und der Gesamtstrom; die Bechnung wird dabei lang 
und uniibersichtlich. Da die Gleichungen linear sind, laBt sich die 
Berechnung durch Anwendung des Superpositionsprinzips oft 
wesentlich vereinfachen. Dies sei an einem einfachen Beispiel er- 
lautert. 

Berechnung einer Briickenschaltung, Fig. 57. Sind die 
fiinf Scheinwiderstand© z^^ bis untereinander 
verschieden, so waren zur Ermittlung aller 
Zweigstrome schon fiinf Gleichungen, etwa zwei 
Maschen und drei Knotenpunktsgleichungen 
aufzustellen. Dies vereinfacht sich mittels der 
Superposition wie folgt. Zunachst werde fiir 
den Strom und die Spannung jedes Zweiges 
eine Richtung als positiv angenommen, wie in 
Fig. 57 durch Pfeile angedeutet, sie ist willkiirlich, ist aber fiir alio 
Rechnungen beizubehalten. 

Die wirkliche Stromverteilung werde aus zwei anderen zu- 
sammengesetzt. 

1. Die Querverbindung CD sei unterbrochen, also J^—0, 

2. Der noch unbekannte Strom Jg werde iiber die Klemmen D 
und 0 von auBen in die Briicke ein- bzw. fortgeleitet. 

Damit die Superposition den wirklichen Zustand ergibt, muB 
die geometrische Summe der in beiden Fallen vorhandenen Span- 
nungen an den Hauptklemmen AB die Netzspannung P ergeben 
und an CD die Spannung Besteht im ersten Fall an 

AB die Netzspannung P, so muB im zweiten Fall dort die Spannung 
Null sein, d. h. dies© Punkte sind fiir den zweiten Fall als wider- 
standslos verbunden anzusehen. 

Damit ergeben sich zwei ©infach zu berechnende Schaltungen. 
An den Klemmen CD erhalt man zunachst im ersten Fall eine 
Spannung Pg'. Im zweiten ist ein© Spannung Pg" zuzufiihren. Dies© 
ist, wenn der Scheinwiderstand der iiber AB kurzgeschlossenen 
Briicke in bezug auf CD kurz mit z^. bezeichnet wird, 

-^5"== as...( 81 ) 

wobei das negative Zeichen daher riihrt, daB Pg" als auBere Span¬ 
nung von D nach C gerichtet ist, wenn ,7g bei D in die Briicke ein- 
und bei C fortgeleitet wird. 
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Resultierend wird somit 
Oder nach Einsetzen des Wertes aus Gl. 81 

K = .(82) 

woraus hervorgeht: Man erhalt den' Strom wenn man die bei 
offenem Zweig OD dort bestehende Spannung Pg' in diesem Zweig 
bei kurzgescblossenen Hauptklemmen wirken laBt. 

Es berecbnet sich nun zunacbst P^' bei offenen Klemmen CD 


ferner 


und nach Gl. 82 




Si 


Si S2 I S3 S4 


81 + fe ' Ss 84 
^ 5 ' 


Ss 


85 + 8;e 


.(83) 

..... (84) 
.(82a) 


Die Teilstrome bis und der Gesamtstrom 3 sind 
o ^ I o 82 

'*■ r+s+'’- 


82 ' 
Ss' 

3* = 




81 + 8-2 
83+84 


^5 






83 + 84 

3 = 3i4-33 = S2 + S4 = 5i5 
S3 Si 


Sli- S2 
Si 

Si ■“!“ S 2 
S 4 

S 3 + S 4 
S3 

S 3 + S 4 

1 


Si + S2 S3 H" S 4 - 


4-35 


Us + S4 Si + S2- 


= S' + 35 




(85) 


Wie die letzte Gleichung zeigt, ist J die geometrische Summe 
aus dem bei offenen Klemmen CD bestehenden Strom J' unc 
dem mit dem (komplexen) Verhaltnis $ 5 ':$ multiplizierten Stron 
Es ergibt sich somit die Regel zur Berechnung der Anderun^ 
des Gesamtstromes, wenn der zuvor offene Zweig eingeschaltei 
wird: Die Anderung des Gesamtstromes ergibt sich durch Multi 
plikation des Stromes des hinzugeschalteten Zweiges mit dem Ver 
haltnis der Spannung an den offenen Klemmen zur Netzspannung 
Anderung der Belastung. Die Leistungsgleichung erhal 
man durch Multiplikation der Stromgleichung mit der Netzspannung 
P. wo ei ach der Reerel Kan. ITT S. .84 die Leistnno- ala der reelk 





28. BerecLnung von Stromverteilungen durch Superposition. 
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Teil des Produktes aus dem Vektor der Spannung und dem zum 
Strom konjugierten Vektor erhalten wird. 

Der erste Ausdruck rechts ist die Leistung bei offenen Klemmen, 
der zweite der Leistiingszuwachs. Dieser ist im allgemeinen ver- 
schieden von dem Wert 1st namlich Pg' gegen P uni 

einen Winkel y phasenverschoben, Jg g^gen Pg' um 99 ^' somit gegen 

P um so ist ^5 S 5 ^^d um cp^'-\-2y gegen 

P phasenverschoben und der Leistungszuwachs wird cos [cp^ -j- 2 7 ). 
Dem Produkt entspricht hingegen eine Leistung PgVg co^cp^ 

Die beiden Ausdriicke werden in folgenden Fallen gleich: 

1 . Wenn alle Phasenwinkel Null, d. h. alle z Wirkwiderstande sind. 
Hier gilt die Leistungssuperposition, wobei der Belastungs- 
zuwachs gleich ist dem Produkt aus dem Strom des hinzugeschalteten 
Zweigs und der Spannung an den offenen Klemmen. Sie trifft bei 
Gleichstrom stets zu. 

2 . Wenn 7 = 0 oder 180^ ist, d. h. wenn Pg' mit P gleichphasig ist. 
In unserem Fall trifft dies zu fiir 

und ^2 “ 9^1 = 9^4 ”"9=^8* 

Ist dabei Zj<2:2, z^C^z^, so ist 7 = 0 , im andern Fall 180^ 

3. Ist 99g'=90^ so ist der Leistungszuwachs nur Null, wenn 
gleichzeitig 7 ^= 90 ^ oder Null ist. 

In alien anderen Fallen ist der Leitungszuwachs 

Pg'Jg (cos 9Pg' COS 2 7 — sin cp^' sin 2 7). 

Eine Verallgemeinerung dieser Beziehungen ist in Kap. XII ab- 
geleitet. 


Siebentes Kapitel. 

MehrwelMge Strome. 

29. Darstellung durch Fouriersche Reihen. — 30. Ermittlung der Amplituden 
der Fourierschen Reihe. — 31. Besondere Kurvenformen. — 32. Arithmetische 
Analyse. — 33. Graphische Verfahren. — 34. Effektivwert und Leistung mehr- 
welliger Strome. — 35. Formfaktor und Scheitelfaktor mehrwelliger Strome. 
— 36. Die Summe von zwei mehrwelligen Stromen. — 37. Stromverzerrung 
durch Kapazitat und Selbstinduktion. — 38, Graphische Darstellung von mehr¬ 
welligen Stromen. 

29. Darstellung durch Foiiriersche Reilien. 

Die in der Technik verwendeten Wechselstrome weichen im 
allgemeinen mehr oder weniger von der Sinusform ab. Wir er- 
weitern daher unsere Betrachtung auf periodische Strome, deren zeit- 
licher Verlauf eine beliebige Kurvenform hat. 

Die rechnerische Behandlung solcher Strome beruht auf der 
Beihenentwicklung nach Fourier. 

Danach kann eine beliebige einfach periodische Funktion dar- 
gestellt werden durch eine Reihe von Sinusfunktionen, deren Peri- 
odenzahlen sich wie ganze Zahlen verhalten; die Zahl der Glieder 
der Reihe kann endhch oder unendlich groB sein. 

Dies bedeutet, daB man sich einen beliebigen periodischen Strom 
zusammengesetzt denken kann aus einer sinusformigen Grund- 
welle von derselben Frequenz wie der periodische Strom, und einer 
endlichen oder unendlichen Zahl von dariiber gelagerten sinus¬ 
formigen Oberwellen, deren Frequenzen 2, 3, 4, .. . mal so groB 
sind wie die der Grundwelle. 

Aus diesem Grunde nennt man Wechselstrome von beliebiger 
Kurvenform mehrwellige Wechselstrome. 

Die Gleichung einer Oberwelle ist 

= + .( 86 ) 

Hierin ist k eine beliebige ganze Zahl, co die Kreisfrequenz der 
Grundwelle, ytcx) die Klreisfrequenz der betrachteten Oberwelle von 
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Die Gleichung der aus unendlicli vielen Wellen zusammen- 
gesetzten periodischen Stromwelle ist daher 

>4 = 00 >4=00 

» = 2^«==24m8in(>«co<-l-.... (87) 

>4=0 >e=0 

worin fiir h der Keihe nach alle ganzen Zahlen von 0 bis cx:) einzu- 
setzen sind. Dies ist die allgemeinste Form einer Fonrierschen Reihe. 

Entwickelt man in Gl. 86 

4 m sin [k cot -j- y^x) — 'i'y.m ^^s yj^ sin;^ cDt-j-i.^^sin xp^ cos y. cot 
nnd setzt 

^>£ Wt ^os yj}i — dby, j 4 m V^>i ' .... (36) 

so wird 

4 = sincos y mi .(86a) 

Hier ist jede Oberwelle in zwei um eine Viertelperiode gegen- 
einander phasenverschobene Wellen von gleicber Frequenz mit den 
Amplituden und zerlegt. Es ist 

= tg?/;^ = —.(89) 

Ojy, 

Fiir y — 0 ergibt Gl. 86a 

4 ^0 ’ 

also einen Gleichstrom, alle anderen Werte von y ergeben dagegen 
Wecbselstrome. 

Hiermit kann die Gleicbung eines beliebig periodischen Stromes 
geschrieben werden 

>4 = on >4 =: 00 

i —sin y cot cosy cot . . . (87 b) 

X = 1 X=1 

Ein mehrwelliger Strom kann also aus einem Gleichstrom und 
einer Reihe von Sinusstromen verschiedener Frequenzen zusammen- 
gesetzt sein. 

Die Moglichkeit des Vorhandenseins eines Gleichstromes fiihrt 
uns dazUj von den periodischen Stromen noch die reinen Wechsel- 
strome zu unterscheiden. 

Bei einem einwelligen Strom ist nach Kap. I der Mittelwert 
wahrend einer ganzen Periode gleich Null, d. h. es wird in einer 
halben Periode durch den Leiter eine ebenso groBe Elektrizitatsmenge 
in der einen Richtung bewegt wie wahrend der folgenden Halb- 
periode in der anderen Richtung. Da alle Oberwellen wieder Sinus- 
form haben, gilt dies auch fiir sie. 

Fiir einen periodischen Strom, der aus einer Grundwelle und 
einer Anzahl Oberwellen besteht, ist daher das Integral 

T 

n ■= r r a. t 
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Mehrwellige Strdme. 


fiir eine ganze Periode gleich Null. Die von der Stromkurve ii 
der Abszissenachse gebildeten positiven und negativen Fiachenstuci 
sind gleichgroB (s. Fig. 59 bis 61). Einen solchen Strom bezeichn 
man als reinen Wecbselstrom. 

Sind dagegen die positiven und negativen Fladienstiicke nic 
gleichgroB, wie in Fig. 58, so bedeutet dies, daB die in ein 
Richtung bewegte Elektrizitatsmenge groBer ist als die in d 

anderen. Dies wird durch das Vc 
handensein eines Gleichstromes in d 
Strom Welle bedingt. Er ist in d 
Gl. 87b durch das Glied darg 
stellt, und die in einer Periode b 
wegte Elektrizitatsmenge ist 
Verschiebt man in Fig. 58 die A 
szissenachse X — X parallel zu sii 
selbst, bis die von der neuen Ach 
X' — X' und der Stromkurve b 
grenzten positiven und negativen Flachenstiicke gleichgroB sind, 
ist der Abstand der neuen Achse von der alten gleich . 

Das Fehlen dieses Gliedes kennzeichnet einen reinen Wecbselstroi 
Die durch Induktion in rotierenden Maschinen und in Trar 
formatoren erzeugten Wechselstrome sind reine Wechselstrome. Dei 
der InduktionsfluB W durch eine Spule ist eine periodische Fimkti( 
der Zeit, er ist zur Zeit (t-\-T) ebenso groB wie zur Zeit t. 

Die in einer Windung induzierte EMK ist 

dW 
dt ’ 

T 

daher — J edt= — ^kO) = 0 . 

0 



30. Ermittlung der Amplituden der Fourierschen Reihe. 


Es soli nun gezeigt werden, wie fiir eine beliebige periodisc 
Funktion die Koeffiizienten und der Reihe Gl. 87b ermitt( 

werden konnen, wenn das graphische Bild der Funktion gegeben i 
Zur Abkiirzung bezeichnen wir die Abszissen mit x anstatt n 
o)t, die Ordinaten mit y. Die Lange der Welle auf der Abszisse 
achse ist dann 2 n. Bezeichnet nun x die besondere Welle, der 
Koeffizienten gesucht sind, und 1 die beliebigen Werte von x, 
multipliziere man alle Ordinaten y mit dem zugehorigen s^inxx .m 
bilde den Mittelwert iiber eine Periode. Dieser ist 


1 

2 71 


2 

[y sin xxdx, 


0 
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Da hierin 


A = CO 2 = 00 

2 / = 2 a;, sin 2 a: -j- -j- 2 h. cos I x . 

A =1 1 = 1 


erhalt man eine Reihe von Produkten von den drei Formen: 

27t 

I sin 2 X sin >cxdx 


1. 


2 . 


3. 


hj“‘' 

0 

2 ,Tr 

U 


xdx 


2n: 

I hi cos 1X sin HX dx. 


Von diesen Integralen werden alle Null, bis auf jenes der ersten 
Form, bei dem l — >c ist. Dieses wird 

2jc 


If. . o 
- a.sm-; 

tJ 


, _ xxdx- 
27r I " 2 


Es ist daher 


'd :rt 

1 r • 

— — \y gin 

71 J 


xdx 


.(90) 


Multipliziert man zweitens alle Ordinaten y mit cos;^x und 
bildet den Mittelwert iiber eine ganze Periode, so wird ganz analog 


1 r 

— y cos K 

JZj 


X dx 


.(91) 


' Endlich ist der Mittelwert der Ordinaten y wabrend der ganzen 
Periode 

2 7t 

i^o = 2^7r . 


31. Besondere Kurvenformen. 

1 . Bei den meisten in der Technik vorkommenden Wechsel- 
stromen ist die negative Halbwelle das Spiegelbild der positiven 
Halbwelle in bezug auf die Abszissenachse. Es sind also jeweils zwei 
Momentanwerte im Abstande einer balben Periode entgegengesetzt 
gleich (s. Fig. 59) d. h. 
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Mehrwellige Strome. 


Bei einer solchen Kurve fallt das Glied fort, die Ordinat 
die zur Abszisse x gehort, hat nach Gl. 87a den Weft 
== I] sin hit cos k x , 

und zur Abszisse X'-\-7i gehort die Ordinate 

= sin k [x tz)U cos K{x-\-7t). 

Es ist 


sin k{x’-\- 7 i)= sin {kx-\-x7i^ — (— 1)'" sin k x 
cos K{x-\-n) — cos [>cx-\-^7i) — (— ly cos X X . 

' Die Bedingung 93 wird also nur 

fiillt, wenn x eine ungerade Zahl ist, 
es folgt: 

Eine periodische Kurve, de 
negative Halbwelle das Spiegell 
der positiven in bezug auf die 
szissenachse ist, enthalt nur ur 
radzahlige Oberwellen. 

Berechnet man fiir eine so 
Kurve die Koeffizienten und i 
Gl. 90 und 91, so ist bei Bildung 
Produkte 



Fig. 59. 


sin x(x-\-jt) = y^sinHX, 

VixJr^) cos ii{x-\-n)==y^c,osxx. 

Hieraus folgt, daB die Integrate fiir die positiven und n( 
tiven Halbwellen denselben Wert haben. Man braucht daher 
Integral nur iiber eine halbe Periode zu erstrecken und erhalt 

ywixxdx .(90? 

u 



71 

tJ 


y cos xxdx 


(91 i 


0 

2 . Ist eine Kurve in bezug auf den Ursprung symnietr 
(s. Fig. 60), so ist 


y{~x) = — y^ 

und = —2/^.(9< 

Da 

= 2Ja^ sin x(2 7t — x)y-2Jh^ cos x[2 7t — x) 
und sin x{2 jt — x)— sin (2 jzx — xx) — — mixx 

cos x {2 7C — x) = cos {2 7tx xx)== cos X X , 

folgt, daB die Bedingung 94 nur von den Sinusgliedern erf 
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3. 1st bei einer Kurve einerseits die negative Halbwelle das 
Spiegelbild der positiven in bezug auf die Abszissenachse und ist 
sie andrerseits in bezng anf den Ursprung synametrisch (s. Fig. 61), 
erhalt sie nach varstebendem nur ungerade Sinusglieder. Hier ist 

y{7i~x) = Vx • 

Fiir ungerade Werte von die hier nur in Frage kommen, ist 
sin xin — x) = sin k x , 

und daher 

sin y.{7t — x)=y^^hiKX, 




Hieraus folgt, daJB das Integral Gl. 90 a in den bei den Half ten 
•der Halbwelle von 0 bis und von 7r/2 bis n den gleichen Wert 
hat. Man braucht also nur von 0 bis jr/2 zu integrieren und erhalt 

jT 




sixiKxdx .(90 b) 


Beispiele. 1. Die rechteckige Stromkurve (Fig. 62), die durch 
Kommutierung eines Gleichstromes erhalten wird, entspricht dem 
dritten der soeben besprochenen Falle. Sie hat daher nur ungerade 
Sinusglieder und es kann Gl. 90 b verwendet werden. 



Die Ordinate y hat den konstanten Wert J, daher ist 

JC 

n 


\J ^iTiKxdx = - 


4J 

-cos X X 

71 X 


4^J 

71 X 
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Melirwellige Strome. 


Durch Einsetzen der ungeraden Zahlen fiir k erhalt man so- 
mit die Gleichung der rechteckigen Stromkurve 

2 /=== — J -^sin 4-y sin 5a;j . . (95) 


Die Amplituden der Oberwellen sind ihrer Periodenzahl urn- 
gekehrt proportional. 

2 . Die Trapezkurve (Fig. 63). Sie ist von Wichtigkeit fiir die 
Feldform von Wechselstrommaschinen. Audi tier kann GL 90b 
verwendet werden. Hier ist 

y z= J— von a; = 0 bis x —a 
^ a 


y—J von X — a bis x- 


Daher 


2 a a 

^ \ J sinxx dx = ^J xQmKxdx-4- [ sinxxdx 

^ V^J J 


Das erste Integral ist 

a 

1 


_ 1 rsin;t;a; xao^xx 

X sm xxdx = — I-5- 

a i X" X . 


x~a 

x-Q 


Sin X a cos x a 


ax-^ 


X 


das zweite Integral ist 


Daher wird 


^mxxxdx=^ 

a 

iJ 

- 2 

nax^ 


cos X a 

X 


smx a, 


und durch Einsetzen der ungeraden Zahlen fiir x erhalt man die 
Gleichung der Trapezkurve 


7t a 


sin a sin a; --I- i sin 3 a sin 3 a; “f- ^ sin 5 a sin 5 a; -)--•• • 


(96) 


Besondere Falle des Trapezes. 

a) Fiir das Dreieck ist a = nj2 und sin;<;6i: = + l, wobei das 
~|~- Oder —Zeichen gilt, je nachdem x — 4tn^l ist, worin 7 h eine 
ganze Zahl oder 0 bedeutet. Daher ist 


y 



sin a; — — sin 3a; -f- ^ sin 5 a; - 

y aU 


• (97) 


b) Fiir das Eechteck ist a 


0 . 


Der Grenzwert 


sin;t; a 
X a 


nahert 
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sich fiir a — 0 dem. Wert 1, daher ist, wie schon zuvor gefunden, 

4 J 

—- (s. Gl. 95). 

c) 1st >ca — n Oder ein Vielfaches davon, so wird sin>iri; = 0. 
Die Oberwelle der Ordnung x—njcc und die Vielfachen fallen fort. 
Da nun nach Gl. 96 bei dem Trapez die Amplituden der Ober- 
wellen umgekehrt proportional dem Quadrat ihrer Periodenzahl sind, 
ist nachst der Grundwelle die dritte Oberwelle am groBten. Das Trapez 
nahert sich also am meisten der Sinusform, wenn die dritte Ober¬ 
welle fortfallt, hierzu muB somit a = jr/3 sein. In dieser Kurve sind 
dann nur noch Oberwellen der Ordnung ^ = (6 +1) enthalten, und da 


7T 1 - 

sin;^^ct: = sin(67i+1)Vs , 
3 2 


wird fiir das Trapez mit a = 7 ijS 

eVJ J . 1 

y == —tt- e/ Sinx — — s 


J sin X — — sin OX’ 

\ uO 


• sin lx — ... 


Diese Betrachtung gibt den Grund an, weshalb zur Erzielung 
einer moglichst sinusformigen Feldverteilung 
bei vielen Wechselstrommaschinen nur des 
Polbogens bewiekelt werden. / ^ \ / \ 

3. Die ■ Kurve des kommutierten Sinus-_ / 1 V _ \ 

stromes (Fig. 64). Bei dieser Kurve ist Fig 64 

= 2 /(+a:) , 

woraus folgt, daB bier nur die Kosinusglieder vorhanden sind; auBer- 
dem enthalt sie einen Gleichstrom. 

Setzen wir in GL 91 


— — y cos Tixdx 

71 


y=J sin X von rr = 0 bis x = jc 
y— — J sin X von x — tx bis a; = 2 jt , 


: — sin X cos Kxdx — sin x cos Kxdx 


n 

— [sin (x-{-l)x — sin {x — 1) x] dx 

\7Z^ 

0 

2 7t 

—J* [sin — sin (j< — l)x\dx 


[1 —(— 1 /’'+ 


(-if 
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Mehrwellige Strome. 


Dieser Ausdruck wird Null, wenn x ungerade ist; es bleibe 
nur die geradzabligen Oberwellen. Ist x gerade, so wird 

h r ^ __ ^ ___ 

X _X-\-l X - 1. 7 z{x^ - 1) 

Nach Gl. 92 wird ferner 


hr, — — sinxdx== —. 


Daber die Gleichung des kommutierten Sinusstromes 
2 *7 I" ^ 2 cos 2 X 2 cos 4:X 2 cos 6 x 

y = __ 1 - — ... 


32. Arithmetisclie Analyse. 


Die technisch vorkommenden Wechselstfomkurven lassen sic' 
nicht in so einfacber Weise in ibre Teilwellen zerlegen, wie di 
bebandelten Beispiele. Um eine mebrwellige Stromkurve zu analy 
sieren, verwendet man ein angenab'ertes Verfabren, indem man di 
Integration ersetzt durcb eine Summation einer endlicben Zabl voi 
Ordinaten, die in einem endlicben Abstand voneinander liegen. 

Die dadurcb erbaltene Annaberung an die wirklicbe Fourierscb 
Reibe wird im allgemeinen um so groBer, je mebr Ordinaten ver 
wendet werden. Da die "Verwendung einer groBen Anzabl voi 
Punkten aber sebr umstandlich ist, beschrtokt man sicb auf kleiner 
Zablen, und es soil zuerst untersucbt werden, in welcber Weise di* 
Zabl der Ordinaten das "Verbaltnis der aus der Recbnung erbaltenei 
Amplituden zu den wirklicben bestimmt. Dies laBt sicb leicbt er 
mitteln, wenn man, wie es gewobnlich der Fall ist, die Ordinatei 
in gleicbem Abstand voneinander wablt^). 

Teilt man vom Koordinatenanfangspunkt an die ganze Periods 
(2 71;) in n gleicbe Teile, zu denen die Ordinaten 2/n 

Abstande geboren, wobei die Ordinate y zur Abszisse a; = ^ — 


gebort, so treten an die Stelle der Integrale Gl. 90 und 91 


a^ = -~ y sinxxdx, 

7t 


y cos xxdx 


zwei Summon von je n Gliedern, deren jedes aus dem Produki 
der Ordinate y und dem zugehorigen sin^^a; bzw. cosxx bestebt 

2 Jt 

dem Abstande dx entspricbt die Strecke —. Die Grenzen sind 
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x=z— und x=27t, Bezeichnen wir die mit n Teilpunkten er- 

inittelten Koeffizienten mic bzw. zum Unterschied von 

den Koeffizienten a.^ und der wirklichen Reihe, so ist 


~ 2 Jt 

u 

2 71 


- ^ y cos >c X .(100) 


Bezeichnet nun wieder die Oberwelle, deren Amplitude ge- 
sucbt ist, X die beliebigen Werte >c, so ist die Gleichung der Kurve, 
s. Gl. 87 b, 

00 CO 

2 /= 2 sin2a:-]-2 cos 2a;.(101) 

1 1 

wobei &Q fortgelassen, d. h. ein reiner Wechselstrom zugrunde ge- 
legt ist. 

Setzt man diesen Wert von y in Gl. 99 und 100 ein, so erhalt 
man fiir jeden Wert von 2 in jeder der beiden Gleichungen zwei 
Reihen von je n GUiedern, die in GL 99 Produkte der Form ent- 
halten 

sin 2a; sin a;, cos 2a; sin a; 1 

und in GL 100 i.(102) 

, sin2a;cos;i^a;, cos 2 a; cos a; j 

Diese konnen der Reihe nach ersetzt werden durch 
\ cos (2 — 'k)x — 1 cos {X-\-k)x 
— I sin (2 — k)x-{-^ sin (2 -j- >^) a; 

und 

I sin (2 — sin (2 -f- ;>^) a; 

I cos (2 — x)x-\-^ cos (2 -j- %) a;. 

Fiir jeden Wert von 2 enthalt nun jede der GL 99 und 100 vier 
Reihen von ]e n Gliedem der zuletztgenannten For men. Diese Glieder 
stellen n Ordinaten einer Sinuskurve dar, die in gleichem Abstand 
voneinander auf (2 + k) ganze Sinuswellen verteilt liegen. Ihre 
Summe ist fiir die Sinusfunktion stets Null, fiir die Kosinusfunktionen 
wird sie im allgemeinen Null, aufier bei gewissen Werten von (2 + ;<;). 
Ist namlich (24;:?t;) = 0, so wird 

cos (2 + ^t;) a; = cos 0 == 1, 

Ist ferner (2 + %) ein Vielfaches (z) der Teilungszahl n, so ist, da 

2 71 
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Mehrwellige Strome. 


Da hierin v und 2 : ganze Zahlen sind, hat 'jedes Kosinusglied 
den Wert 1 . 

Fiir (^ + 5 ^) —O 5 n, 2n, 3n usf. wird also jedes Kosinusglied 1 , 
und die mit | multiplizierte Summe der n Glieder ist n/2. 

Hiermit erhalt man die Amplituden a^(n) und b.^(n) nach Gl. 99 
und 100 

== ~~ ^y >CX — —X “h % + x — — “h - h * * * 

(103) 

2 i 

^x(n) = -- xiy OO&KX = bti -[- hn^K~\~ ^n+x “h ^ 2 n —x -f" ^ 2 n-f x “j" * • * 

Ifh 

(104) 

Man sieht, daB jede bei der Analyse erhaltene Amplitude 
Oberwellen enthalt, deren Ordnung um so hoher ist, je groBer die 
Zahl der Teilpunkte n ist. 

Bestimmt man z. B. die Grundwelle mit 7 ^ = 18 Teilpunkton, 
so sind in dem Besultat auch noch die 17. und 19., die 37. und 
35. usf. Oberwelle enthalten. Die Bestimmung der 7. Oberwelle ent- 
halt auch die 11 . und 26. usw. 

Bei symmetrischen Kurven, die nach S. 76 nur ungerade Ober- 
wellen enthalten, geniigt die Summation liber "eine Halbwelle. Ist 
jetzt n die Zahl der Teilpunkte der Halbwelle, so ist 


^x (n) ■ 


^ ^ y sin X x 


71 


(99 a) 


ix(n) = - ^yoosxx .(lOOa) 

7t 

X =— 
n 


Jede Summe hat n Glieder. Fiir y ist wieder der Wert Gl. 101 
einzusetzen. (1 + ^) sind jetzt stets gerade Zahlen. Die Sinus- 
reihen fallen wieder fort. Die Kosinusreihen haben jetzt, abgesehen 
vom Vorzeichen, die Form 

___ _ 

cos (^ ?tf)-1— . . . —|— cos (Ji —j— k) 7t 


2 


Diese Reihe ist Null, auBer wenn 
XZIlx ^ 

—-^ = 0 , n, 2n, 3n, ... 

ist. In diesen Fallen ist die Summe wieder —, so daB nun 

^>c{n) = ^ 2 n+x— %» 4 -x — ... -f" (103 a) 

^x(w) == &x -f- & 2 « —X “-f" + x —X • -j~ (I04a) 




32, Arithmetische Analyse. 
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Ausfiihrung der Analyse. 

Wir betrachten den fiir die Teclmik wicbtigsten Fall, daB nur 
ungerade barmonische vorhanden sind. n sei wieder die Zahl der 
Teilpunkte der Halbwelle. In den Summen, die nacb GL 99 a und 100a 
zu verwenden sind, 

2 ^ 2 ^ 

= — y h^ = ~y,yGosxx 

7 t 7 t 

n n 

lassen sich nacb Bunge^) jeweils zwei Glieder zusammenfassen. 
Solcbe Glieder liegen in gieicbem Abstand von der Mitte der Halb¬ 
welle (a; = -^). Hat der eine die Abszisse x = v—, so ist die des 
\ 2/ n 

7t 

zweiten {n — v)~~, die Summe der Abszissen ist also gleicb der 
Halbwelle. Nun ist 

. / N . ( 7ti\ , 5T/ 

Sin n[n — v) — — sm x[7t — v — ] = sin xv ~, 

\ nj n 

/ \ ( >ri\ JXr 

cos K(n — v]~ = cos >i\7l V — \= —• cos xv — . 

^ n \ nJ n 

Die Ordinaten solcber Punkte sind also mit den gleicben Sinus 
und mit den entgegengesetzt gleicben Kosinus zu multiplizieren. 

Bei der Multiplikation mit sin;^?^; bat man daber die Summe, 
bei der Multiplikation mit cospua; die Differenz der beiden Ordinaten 
zu nebmen. 

Man faltet nun zweckmaBig die Reibe der Ordinaten in zwei, 
so daB die mit demselben Faktor zu multiplizierenden Ordinaten 
ubereinanderstehen, wie in demnachstebenden Scbema fiir ?^ = 12 Teil¬ 
punkte und den Abstand 7zjn—lb^ angegeben ist. Man merkt sicb 
dieses Scbema am einfacbsten dadurcb, daB die Summe der Indizes 
der libereinanderstebenden Ordinaten die Zabl n (bier 12) ergibt. 
Das mittlere und das nte Glied bleiben fiir sicb. Dann bildet man 
die Summen s und die Differenzen d. 

Vi y^i % 2/4 2/5 2/6 

2/12 2/11 2/10 2/0 Vs 2/7 

Summen: Sj^ s.^ 

Differenzen: d^ d^ d.^ d^ 

Hierin ist 


= + = 2/7 
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Es wird nun 

— I [^3 sin s.^ sin 30% -j~ ... -j~ 5- sin 75% -|- sin 90%] 

— ^ [d^ -j- cos 15% ^4 cos 30% -j~ ... -\~d^ cos 75%]. 

Da die ungeraden Vielfaclien der hier vorkommenden Winkel 
bis auf das Vorzeichen stets wieder dieselben Winkelfunktionen er- 
geben, hat man somit nur 5 Faktoren und den Faktor 1 . Bei ge- 
wissen Oberwellen, namlich wenn % durch 3 teilbar ist, kommen 
nur die Faktoren 0,7071 und 1 vor. 

In der nachstehenden Tabelle sind in der ersten Vertikalreihe 
die Winkelfunktionen angegeben, in den folgenden die mit ihnen 
zu multiplizierenden Ordinatensummen unter Beriicksichtigung des 
Vorzeichens, und zwar beziehen sich die 6 Vertikalreihen der Reihe 
nach auf die Amplituden bis Man multipliziert also nach- 

einander die in einer Vertikalreihe stehenden Summen s mit den 
neben ihnen stehenden Faktoren, die Summe dieser Produkte ist 
darni das sechsfache der Amplitude Zur Ermittlung der Ampli¬ 
tuden sind in dem Schema an Stelle der Summen s die Diffe- 
renzen d zu setzen, wobei sich das Vorzeichen von wie dort 
angegeben ergibt. 






^5 



0,5000 






Sq 

0,7071 • 


+ ^3 ~ <^5 

— 

— • 

5, ~-l~ Sq — Sr , 


0,8660 



~-«4 

«4 


— <84 

0,9659 

0 






1,0000 


^2 - ^6 



(^2 ^0) 

^6 


6% 

6 fig 


6 a, 

! 6 ttg 



6 6, 

-6&g 

6 6g 

-6 6, 

6 6„ 

-B6u 


Eine weitere Vereinfachung des Rechenverfahrens hat Schleier- 
macher^) angegeben, die darauf beruht, daB in den berechneten 
Amplituden und je nach der Zahl der Teilpunkte n naci 
GL 103 a und 104 a auch die Amplituden von Wellen hoherer Ord- 
nung enthalten sind. Nimmt man wieder 12 Teilpunkte fiir die 
Halbwelle an, so hat man fur den Koeffizienten der Grundwelk 
zunachst den Wert fiir 12 Teilpunkte, gleichzeitig aber aucl 

die Werte ^^ 1 ( 3)5 ®i( 2 ) fhr 6 , 4, 3, 2 Teilpunkte durct 

Fortlassen der Zwischenpunkte. Sollen z. B. wieder die erster 
6 Koeffizienten bis und bis b^^ bestimmt wefden, wobe: 
die Oberwellen von der 13. an vernachlassigt werden, so erhall 
man fiir die verschiedenen Einteilungen nach Gl. 103 a 

+^ 25 — 

(6) — ®11 [H“ <^13 • • • 


0 ETZ 1910, Heft 49. 
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^1(4) —^1 ^7 +S[-®15 +••• 

^1(3) ~^6 - ••• 

*%(2) =^1 —^3 -^7 -^Il[+^13*-- 

Und. ^3(12) ^3 [ ^21 ~f” ^27 ‘ * * 

wobei die jeweils hinter der eckigen Klammer stehenden Oberwellen 
vernachlassigt werden. 

Bildet man nun: 


( 12 ) ■ ^ 1 ( 6 ) == ^6 = ^11 
(12) ®i (4) = e^ = (^y 
^1 (12) ^1 (3) = ^3 == 

^1 (12) ^1 (2) ^2 ^3 “f" ®7 ^9 “l~ ®11 ? 

SO erhalt man: 

^1 ~^l(12) 

^3 ” ^3 (12) 

^5 = ttg — -j- ^6 

€C^ = (Xg 6g —j— €,q 

S =«7 — ^4 

^11 “ ^6 * 

Fiir die Koeffizienten hat man analog: 

^1 ( 12 ) ^1 ( 6 ) = f 0 = 

^1 (12) (4) = /i ~ ' (^7 ~1“ ^e) 

^1 (12) ^1 (3) = /*3 = (^5 “ 1 “ ^7 “i“ ^ll) 

^1(12) -^1(2) = A == "~ (^3 + ^6 + ^7 + ^9 + ^ll)» 

worin 5^(2) Ordinate fiir den Anfangspunkt der Teilung mit 
2 Teilpunkten ist. Hieraus wird dann 

^1 —^1(12) 

&3 =^3(12) 

h = — ^8 A + A + A 

&7 =- 

^9 = —^7 — A 
^11 ” A • 

Fiir die Berechnung der Koeffizienten bis und ag^^) 

verwendet man die nachstehende Tabelle, in der 5 ^ bis wieder 
die aus der Zusammenfaltung der Reihe gewonnenen Summon sind. 
Fiir die entsprechenden Koeffizienten sind dann wieder unter 

Beriicksichtigung des Vorzeichens an Stelle der Summon s die Diffe- 
renzen d zu setzen. 


0,2588 

0,5000 

0,7071 

0,8660 

0,9659 

1,0000 



^1+^3-^5 


Si 


Si 


52 — 
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Dieses Verfakren hat den Vorzug, daB, wo es zunachst nur 
auf die Grundwelle ankommt, mit einer groberen Teilung, z. B. 
72, = 6 begonnen werden kann. Hierbei erhalt man fiir die Giund- 
welle schon je vier Werte <^ 1 ( 3)5 <^ 1 ( 4 )? <^i( 6 ) entsprechend 

die Man kann nun durch Vexgleich dieser Werte schon be- 

urteilen, ob noch hohere Harmonische vorhanden sind, und dann 
zu deren Ermittlung die Zwischenpunkte fiir n—12 hinzunehmen. 
Aucb lassen sich leicht durch weiteres Hinzufiigen von Teilpunkten 
noch hohere Harmonische ermitteln. 


33. Graphische Verfahren, 

Ein sehr einfach auszufiihrendes und praktisch wichtiges Ver¬ 
fahren riihrt von Fischer Hinnen her (ETZ 1901, S. 396). Es 
beruht auf dem, schon auf S. 81 verwendeten Satz: Teilt man auf 
der Abszissenachse die Lange von w ganzen Wellen einer Si'nuslinie 
in p gloiche Teile und zeichnet die Ordinaten (s. Fig. 65), so ist, 
wenn w: p keine ganze Zahl ist, die Summe der Ordinaten gleich 
Null. In der Figur ist w=3, p=h. 



Ist dagogen w : p eine ganze Zahl, so sind alle Ordinaten gleich- 
groB, ihre Summe ist daher p mal so groB wie die Anfangsordinate. 

Ist eine Kurve gegeben, so teile man vom Koordinaten- 
anfangspunkt 0 aus eine ganze Periode 00' ab (s. Fig. 66 ). Der 
Anfangsordinate entspricht a; — 0 , sie enthalt nach Gl. 101 alle 
Amplituden h^. 

Teilt man nun die Periode 00' in 3 Teile und addiert die 
3 Ordinaten, so enthalt diese Summe nach vorstehendem nur die 
Amplituden der Oberwellen, deren Ordnung ein Vielfaches von 
3 ist. Fiir jede dieser Oberwellen enthalt die Summe den drei- 
fachen Betrag der Anfangsordinate. Daher ist die Summe der 
3 Ordinaten 


■^ 2 /( 3 ) == 3 (^8 + \ + ^15 + ■ • •)• 



33. Graphisohe Verfahren. 


Ebenso ergeben sich fiir 5, 7,... Teile die Ordinatensummen: 

-^^(5) = ^ (^5 + ^15 H" • * *) 


Hiermit lassen sich alle hy^ bereclmen. 

Verschiebt man den Anfangspunkt um eine Viertelwelle, so 
enthalt die neue Anfangsordinate’* fiir x = 7 zl 2 alle Amplituden der 
Sinusglieder a^, die abwecbselnd positiv nnd negativ sind, da 


sin— positiv ist, wenn 
• ^ 


H = 4w -)- 1 

nnd negativ, wenn 

X = 491 — 1 . 

Daher ist 

y'd) = % - ^3 "f" ^5 -- ^7 H— • • • 

Teilt man nun von dem neuen Anfangspimkt die Halbwelle 
wieder in 3, 5, 7, 9 Teile, so werden die Ordinatensummen 

(3) ~ ^ ( % “h ^15 * * •) 

^y'(» = 5 («5 — «i5 • • •) 

^2/'(7)==7(—a,+ —...) 

= 9 (fflj,-h • • •) 

Hiermit konnen alle berechnet werden. 

Von den rein zeichnerisclien Verfahren diirfte das von R. Rot he 
angegebene (ETZ 1920, S. 1000) das einfachste sein. Bei diesem 
erhalt man sofort die resultierenden Amplituden 

m == V Ctx^ -f- ^ • 

Es besteht darin, daB man die aufeinanderfolgenden Ordinaten der 
in n Teile geteilten ganzen Periode einer gegebenen Kurve unter 

T-r-r. II 2 3T . _ Tkir _TjJ__ _ 


den Winkeln x — aneinanderreiht. Man verwendet dazu zweck- 


maBig eine auf Pauspapier gezeichnete Windrose, deren Strahlen 

. *1 T TTT. T 1 ^ ^ -1 *1 -I -T * -_JI nr 1 ___ 


unter sich die Winkel 


bilden, und die man fiir den Zweck immer 


wieder verwenden kann. Die Summe der geometrisch addierfcen 


Ordinaten ergibt mit — multipliziert die gesuchte Amplitude 


Der Beweis ergibt sich durch Entwicklung der Summen in Gl. 99 
und 100 : 


a^ — — Vr sin x (—) -|- sin x 2 (—) 4“ • • • + 2/n ^ ^ ^ 

nL \nj \ n J 

^ =— [w, cos^t; f—-4- ?/o cos?^ 2 f—+ • • • 4-2/n cos% 2 n 
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Driickt man min die geometrische Addition der Sinus- und 
Kosinus-Glieder symbolisch aus und multipliziert die erste Gleichung 
mit j und addiert sie zu der zweiten, so wird 


' ~4" 




ytil - 

\n ■ 


■y^ 


jK2 


(?) 


+2/«e 



Bei symmetrischen Kurven laBt sich das Verfahren sinngemaB 
fiir die Ordinaten einer Halbwelle* anwenden, indem man sie unter 

den Winkeln k — aneinanderreiht, worin n die Anzahl Teilpunkte 
n 

der Halbwelle ist. 

Weitere graphische Methoden s. Houston & Kennelly, ETZ 1898, 
S. 714; Varreka, ETZ 1907, S. 482; Pichelmeyer u. Sohrutka, ETZ 1912, 
S. 129; V. Sanden, Arcliiv f. Elektrotechnik 1912, Bd. I, S. 42; Slaby, 
Archiv f, Elektrotechnik, Bd. II, S. 19 und ETZ 1919, S. 535. Uber experi- 
mentelle Aufnahme von Kurven b. Ohrlioh, Aufnahme und Analyse von 
Wechselstromkurven. Braunschweig 1906. t)ber einen mechanischen Analysator 
nach Chubb s. Hartenheim, ETZ 1917, S. 48. 


34. Effektivwert und Leistung mehrwelliger Strome. 


Es seien zwei mehrwellige Wechselstrome gegeben 
i = Z(a^ oosk cot )—sin 

i' == (a« sin % CO^ --f- cos ncot) — H sin (% co^ . 

T 


Es soli der Mittelwert ihres Produktes 


1 

T 


ft 

a' dt berechnet wer- 


0 

den. Fiir zwei Sinusfunktionen von verschiedener Frequenz ist der 
Mittelwert des Produktes gleich Null, ebenso fiir das Produkt einer 
Sinus- und einer Kosinusfunktion von gleicher Frequenz. In dem 
Produkt a' braucht man daher nur Faktoren zu beriicksichtigen, die 
sich aus zwei Sinus- oder zwei Kosinusgliedern von gleicher Frequenz 
zusammensetzen, fiir die n denselben Wert hat. Daher ist 

T 


0 


Sind die beiden Strome i und i' identisch, so erhalt man das 
Quadrat des Effektivwertes (/) 

T 


= i J iHt = + bl) = 


Hierin ist 


--JI 
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das Quadrat des Effektivwertes der Oberwelle von der Perioden- 
zahl xco. Daher ist der Effektivwert des mehrwelligen Stromes 

J ==V/i"H-Js"++... . . . (106) 

Er ist gleicli der Wurzel aus der Summe der Quadrate der Effektiv- 
werte der einzelnen Harmonischen. 

Ersetzt man in GL 105 i' durch eine Spannung p, so erhalt 
man die mittlere Leistung: 

T 

pi dt = ^ t m COS (xPit . . (^107) 

0 

Hierin ist 

2 P>im m ^ xJX 

das Produkt der Effektivwerte der ;>i;ten Strom- und Spannungs- 
welle und Qos(yj^ — ip^) — cos(p^ der Kosinus ihrer Phasenverschie- 
bung. Die mittlere Leistung ist, 

N==2 cos (p^ —P^J^ cos cp^ -f P 3 J 3 cos cp^ P^ cos 99 ^ + * • • 

(108) 

Die Leistung ist die Summe der Leistungen der einzelnen Harmo- 
nischen. Oberwellen von verschiedener Periodenzabl sind voneinander 
in bezug auf die mittlere Leistung vollstandig unabhangig. Aus 
Gl. 106 ergibt sich die Stromwarme in einem Ohmschen Widerstand R 

Jede Oberwelle erzeugt eine von den iibrigen unabhangige 
Stromwarme. 

In dem Produkt cos (yj^ — kommen die Effektiv¬ 

werte der resultierenden Strom- und Spannungswelle nicht vor. 
Man setzt trotzdem analog wie bei einwelligen Wechselstromen 

N = PJ cos (p 

und nennt cos 99 den Leistungsfaktor. Im Gegensatz zu ein¬ 
welligen Stromen ist er bier von den Effektivwerten von Strom 
und Spannung abhangig (s. a. S. 95). 



35, Formfaktor uud Scheitelfaktor mehrwelliger Strome. 

Die Effektivwerte haben praktisch die groBte Bedeutung, weil 
sie mit den tecbnischen Mefiinstrumenten gemessen werden. Uber 
die Kurvenform sagen sie nicbts aus. 

Eiir die Eisenverluste (s. Kap. X) ist der Hochstwert des 
Elusses innerhalb der Periode maBgebend, fur die elektrische Be- 
anspruchung der Isolation der Hochstwert der Spannung. 

Der Hochstwert des Elusses ergibt sich nach Kap. I S. 10 aus 
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Der Formfaktor f war auf Seite 9 definierfc als das Ve 
haltnis von Effektivwert zum Mittelwert. Fiir die Sinuskurve 
n 


er - 

2V2 


Einen Anhalt iiber die Abhangigkeit des Eormfaktors von d( 
Kurvenform geben folgende beiden Beispiele. 


1 . Das Rechteck. Hier ist = 

2 . Das Dreieck mit der Hohe Die quadratische Kur\ 
der ist aus zwei Parabeln znsammengesetzt, deren Mittelwei 

ist. Hier ist 
o 


J = 





= 1,15. 


Die rechteckige Kurve, die flacher ist als die Sinuslinii 
hat somit einen kleineren Formfaktor als diese, die spitzer 
dreieckige Kurve einen groBeren. 




Graphische Ermittlung des Effektivwertes nach Fleming 

Tragt man eine in rechtwinkligen Koordinaten gegebene Strom 
kurve Fig. 67a in Polarkoordinaten auf, Fig. 67b, so ist der Flacher 
inhalt der Polarkurve 

£ 

0 0 

daher der Eiffektivwert 

J = V2i?, 

worin jR der Radius eines flachengleichen Kreises ist. Fiir ein 
Sinuslinie ist die Polarkurve ein Kreis. 

Der Scheitelfaktor o war nach S. 10 definiert als Verhaltnis de 
Hochstwertes zum Effektivwert, er ist um so groBer, je spitzer di 
Kurve ist. Fiir das Rechteck ist <7=1, fiir die Sinuslini 
<7=^2 —1,414, fiir das Dreieck (7 = 1/3 = 1,73 . 


47. Stromverzerrung dureh Selbstinduktion und Kapazitafc. 


91 


36. Die Summe von zwei mehrwelligen Stromen. 

Die Summe von zwei Sinusstromen ist wieder ein Sinusstrom. 
Die Summe von zwei mehrwelligen Stromen hat dagegen im all- 
gemeinen eine andere Kurvenform als jeder Teilstrom, weil die Ober- 
strome sich unter anderen Phasenwinkeln zusammensetzen als die 
•Grundwellen. 

Sind z. B. die Grundwellen von zwei gleichgroBen Stromen von 
gleicher Kurvenform urn cp gegeneinander verschoben, die Ober- 
wellen urn xcp, so werden die resnltierenden Amplituden 

9^3 2 (l —|— COS X (p^ . 

1st etwa x<p = 7t Oder einungerades Vielfaches von jr, so beben 
sich die beiden Oberwellen heraus. Fiir 9 = 60 ^ ist die Summe 
der Grundwellen t’i m = ^ V 3, dagegen beben sicb die dritten, neun- 
ten usf. Oberwellen fort, der Summenstrom nahert sicb der Sinus- 
form mehr als die Teilstrome. 

Ist bingegen x(p — 2 7t oder ein Vielfaches davon, so ergeben 
die beiden Oberwellen die doppelte Amplitude. Fiir 99 = 120 ^ ist 
die Summe der Grundwellen — die Summe der dritten Ober¬ 
wellen 4,,^ = 2 ^ 3 ^ und ebenso fiir die neunten usf. Hier ist der 
Summenstrom starker verzerrt als die Teilstrome. 

Das Verbaltnis des Oberstromes zum Grundstrom ist im Summen¬ 


strom ebenso groB wie bei don gleicben Teilstromen, wenn w = —j— ist, 

% + 1 


worin 2 ^ eine ganze Zahl ist. Denn dann ist cos xcp — cos (2 2 zi + 9 ) 
— coscp. Zwei Strome von gleicher Kurvenform geben im all- 


gemeinen nur einen abnlicben Strom, wenn (p==0 ist. 


37. Stromverzerrung durcb Selbstinduktion und Kapazitat. 


Der Ladestrom eines Kondensators bei einer mehrwelligen 
Spannung 

p = 2l(a^aiiixcot-\-b^ cos xcot) 
ist i==G 4^ = (dG Eixa^^ cos xmt — xh^ sin xcot). 


Die Oberwellen des Stromes erscbeinen um so starker aus- 
gepragt als die der Spannung, je hober ihre Frequenz ist. Fig. 68 
zeigt die Oszillogramme des Ladestromes und der Spannung eines 
Kondensators. 

Der Strom einer Drosselspule von der Induktivitat L wird bin¬ 
gegen, wenn der Obmsche Widerstand vernachlassigt werden kann, 


i 



Ojy , I . 

—cos^tJcu^H-sin%ft>^ 

X X J 
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Hier sind die Oberwellen des Stromes um so starker gedan 
je hoher ihre Frequenz ist, der Strom nahert sich der Sinusf 
mekr als die Spannting, wie das Oszillogramm Fig. 69 zeigt, 
den Strom einer Drosselspule bei derselben Spannung gibt 
Fig. 68 fiir den Kondensator. 




Fig. 68. Fig. 69. 


Beispiel. Der Ladestrond eines Kondensators bei dreiecL 
Spannung. In der ersten halben Periode wachst p von — p^^ 

~^Pm> 




wahrend der zweiten halben Periode, wahrend der p von -|- p^^ 
— p^ fallt, hat i denselben Wert wie zuvor, aber mit negativem 

2 

zeichen. Beim tJbergang hat i zwei Werte, namlich -^G — co p ^. 



Strom hat rechteckige Kurvenj 
und ist starker verzerrt als 
Spannung. 

Der Strom einer Drossels 
mit sehr kleinem Widerstand 
bei dreieckiger Spannung die 
Parabelbogen zusammengesc 
Integralkurve des Dreiecks Fig 
sie ist weniger verzerrt als 
Spannungskurve. 


Verhalten eines Schwingungskreises bei verzerrter 
Spannung. 

Ein Schwingungskreis mit Widerstand, Selbstinduktion 
Kapazitat in Reihenschaltung bietet Stromen von verschied 
Frequenz nach Kap. II S. 26 sehr ungleiche Scheinwidersta 
Ist er an eine mehrwellige Spannung angeschlossen, so berecl 
sich die Amplituden der Stromkurve aus denen der Spannungsk 
mittels der Scheinwiderstande 
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37. Stromverzerrung durch Selbstinduktion und Kapazitat. 


die Phasenverschiebungswinkel aus 


kcoL 


tg 99 ^ = 


_ 1 ^ 

xcoC 


( 110 ) 


wobei i?, L und 0 als unabbangig von der Frequenz und vom Strom 
angenommen sind. 

Da der Blindwiderstand sich mit der Frequenz sehr stark 
•andert, sind die Oberwellen des Stromes teils starker teils schwacher 

ausgepragt. Furxa)L = —— ist die Oberwelle des Stromes der 

^CDU 

Ordnung k mit ihrer Spannungswelle in Phase, und bat ibr Maximum 
Fiir mebrwellige Strome gibt es daber so viele Resonanzmoglicb- 
keiten wie Wellen in der Spannungskurve vorkommen. 

Beispiel. FurB =10 Obm, G — biiY, L —0,22b Henry tritt 
Besonanz ein fiir 




10 ® 


2nVLG 2711/5 0,225 


= 150, 


also fiir die Grundwelle x—1 bei f=150 

» dritte Oberwelle %=3 ?? f=50 

» fiinfte » ^ — b » f= 30 usf. 

Ist die Spannung recbteckig und ibre Amplitude 25 ,,^= 100 Volt, 

4 

so sind die Effektivwerte nacb Gl. 9b Py, — , also = 90 Volt, 

TT y2 

Pg = 30 Volt, P 5 = 18 Volt usf. Fiir f=50 bestebt Besonanz fiir 
die dritte Oberwelle, die einzelnen Effektivwerte sind: 

= 0.159 Amp., e /3 = 3,0 Amp., — 0,079 Amp. usf. 

Die Grundwelle ist nur 5,3 ®/q von der dritten Oberwelle, die 
boberen Oberwellen sind nocb wesentlicb kleiner. Der Effektivwert 
der resultierenden Stromkurve ist daber nur unmerkbcb von dem 
der dritten Oberwelle verscbieden. 

Durcb Veranderung vonP und G bei konstanter Grundfrequenz 
kann Besonanz fiir die verscbiedenen Oberscbwingungen bergestellt 
werden, man kann sie experimentell trennen. Ein bierauf berubendes 
Verfahren ist von Ar m a gnat (Journal de physique 1902) angegeben. 

Praktisch werden Besonanzstromkreise zur Verstarkungbestimmter 
Oberwellen bei Hochfrequenzgeneratoren fiir drabtlose Telegrapbie 
angewendet. 

Man verwendet sie mitunter aucb zur Unterdriickung stbrender 
Oberscbwingungen in niederfrequenten Stromkreisen, z. B. der Nuten- 
oberscbwingungen von Wecbselstrommascbinen, die infolge ibrer Hohe 
fiir benachbarte Telepbonleitungen stbrend werden. Ein auf die betr. 
Frequenz abgestimmter Schwingungskreis nimmt, zwiscben Hin- und 
Riickleitung gescbaltet, fast nur einen Strom dieser Frequenz auf 
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und bildet fiir die Oberschwingung der Spannung einen um so besseren 
KurzscbluB, je geringer sein Ohmscher Widerstand ist. 

Als Folge der ungleichen Kurvenformen von Strom und Span- 
nnng gilt ferner, daB fiir einen Kondensator das Verhaltnis der 

Effektivwerte ^ kein direktes MaB fiir die Kapazitat ist, 

1st P so ist der Ladestrom 

J = CoC^/2(KP^f, 

daber 



Der Wurzelausdruck ist fiir eine Sinuskurve gleich 1, fiir andere 
kann er stark davon abweichen. 

Fiir die dreieckige Spannungskurve war nach S. 92 der Lade¬ 
strom rechteokig. Hier ist also 



Bei einer Induktivitat (mit kleinem Ohmscben Widerstand) ist 



daber 



Dieser Ausdruck weicbt im allgemeinen wenig von 1 ab. Fiir 
das Dreieck war z. B. die Stromkurve aus 2 Parabelstiicken zu- 
sammengesetzt (s. S. 92, Fig. 79). Hier erbalfc man 

J 

P 

J 



Die Selbstinduktion kann daber wesentlicb genauer gemessen 
werden. Um eine Kapazitat durcb Strom- und Spannungsmessung 
zu bestimmen, scbaltet man sie mit einer veranderlicben Induktivitat 
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in Reihe und stellt auf Resonanz fiir die Grundwelle ein. 
hat dann 


coO 


1 


Man 


worin coL durch Strom- und Spannungsmessung geniigend genau 
bestimmt werden kann. 


38. Graphische Darstellung von mehrwelligen Stromen. 

Die Verwendung der Vektordiagramme bietet bei den Wechsel- 
stromproblemen so viele Vorteile, daB man sie auch bei mehrwelligen 
Stromen verwendet. Es soil nun untersuoht werden, welchen Fehler 
man hierbei begeht, und wann die graphische Darstellung genau ist. 
Nach Seite 89 Gl. 108 ist die Leistung eines mehrwelligen Stromes 


Diese Leistung kann nicht direkt durch das Produkt der Effektiv- 
werte von Strom und Spannung der resultierenden Kurven aus- 
gedriickt werden. 

Ersetzt man die mehrwellige Spannung P durch eine einwellige 
Spannung von gleichem Effektivwerb, und ebenso den mehrwelligen 
Strom J durch einen einwelligen vom gleichen Effektivwert, so kann 
die Leistung auch geschrieben werden 

pj Z= PJ cos cp . 


Hierin ist P die aquivalente Sinusspannung, J der aqui- 
valente Sinusstrom, oo^cp der Leistungsfaktor. 

Mit diesen GroBen rechnet man in der Praxis gewohnlich und 
tragt J gegen P unter dem Winkel cp im Diagramm auf. 

Es ist dann 
P 

^ =2 der resultierende Soheinwiderstand, 




P cos cp 

__ 


P der resultierende Wirkwiderstand, 


P sin cp 


— R^ = X der resultierende Biindwiderstand. 


Diese GroBen, die sich somit stets durch Messung der Effektiv- 
werte von Strom und Spannung und der Leistung ermitteln lassen, 
sind von der Kurvenform mehr oder weniger abhangig. 

Der Wirkwiderstand weicht vom Ohmschen Widerstand im all- 
gemeinen ah, well bei hohen Periodenzahlen der Strom sich un- 
gleichmaBig iiber den Querschnitt verteilt, was einer Erhohung des 


Mehrwellige Strome. 

Sieht man davon ab und betrachtet als konstant, so ist 
P cos <p = RJ =R VYJJ = COB^ <p„ , 

P sin (p = y^P^^ sin^ 95 ^ . 


P Sin Q) 

Der Blindwiderstand X — —--^weicht stets von dem Wert 

u 


fiir die Grundfrequenz mehr oder weniger ab, auch wenn jR, L und 
C als konstant betrachtet werden. 

Fiir einen induktiven Stromkreis ist 

Xi^ — x cdL = xX-. 


Daher 


P>c sin 

>iXj 


J=V'2JJ 


hVp 


T^sm(pA‘ 


Dagegen ist 


daher 


P sin ^ = V2’ {P^ sin (p^f , 

J 1 / 


Die Abweichung, die durch den Wurzelausdruck gegeben ist 
ist meistens nicht groO. 

Bei einem Stromkreis mit Widerstand und Kapazitat ist dagegen 
der Fehler groBer, es wird 

Y — _T 1/ 

J ^ Y 2(xP.Bmw:Y^ 


2 [xP^ sin ’ 


worin X^ ^ ^ der Blindwiderstand fiir die Grundperiodenzahl ist. 
Analog definiert man 


= 2 / = der resultierende Scheinleitwert, 


N J cos <p ^ 

~ — —_—resultierende Wirkleitwert, 


-j J smcp 

g ——^— = b~deT resultierende Blindleitwert. 


Wahrend nach der Definition des Leistungsfaktors 
PJ cos (p = XP^ cos 
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Nimmt man wieder E als konstant an, so ist 


JH — -j^Py.GOS cpy^ 


und 

Dagegen war 


sin 


P ^ 

^ cos <p^ sin I 


P sin 93 = l/-SP^ “ sin^ 


q^y. 


=V2:/' 


r-_ 1 


R 


COS^ (p>,. 


--F . (Ill) 


Man erhalt daher 

2P sin q}y_ FPy^ cos 93 ^ sin 99 ^ 

P j sin 9 ~ 

Der Faktor F ist stets kleiner als 1 und wird Induktions- 
faktor genannt. 

Bei einem Stromkreis mit R und L ist 

P^ cos cp^ = EJy,, P^ sin cpy, = KX. , 

daher 

F = _- J.- + 3J .- + 5J,^ + ... 

■VZ{:,J.f-\/£f.' W,’+ 26 ^/+... ' 

Enthalt der Stromkreis Kapazitat und Widerstand, und setzt man 


P;,sin99„ 


so erhalt man analog 


P = 




. (111b) 


Daher ist F stets kleiner als 1 . 

Die Bedingung, wann die graphische Addition von Stromen und 
Spannungeij im Diagramm richtig ist, ergibt sich wie folgt. 

Bei parallelgeschalteten Stromkreisen ist die Spannung P fiir 
alle dieselbe. Sind J\ J" die Strome, N', N" die Leistungen zweier 
paralleler Stromkreise, so ist die gesamte Leistung 

N = N'-\-N''=:P (J' cos cp' -i-J" cos cp") = PJ cos cp , 

daher 

J' cos 9 ?' -j- J" cos 9 ?" = J cos 99 . 

Der resultierende Wirkstrom ist nach der Definition des Lei- 
stungsfaktors gleich der Summe der Wirkstrome der parallelen Zweige. 

Die Blindstrome konnen dagegen nur unter Beriicksichtigung 
ihrer Induktionsfaktoren addiert werden. 

FPJ sin 99 = P{F'J' sin cp' -\-F"J" sin cp") 

FJ sin cp = F'J' sin 99 ' + F"J" sin cp ". 

Fraenckel, WechselstrSme. 2. Aufl. 


7 
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Diese Gleichung ist aber im allgemeinen im Diagramm nicht 
erfiillt. Im Diagramm ist vielmehr 

J sin (p =«/' sin 93 ' + • 

Multiplizierfc man diese Gleichung mit F und subtrahierfc sie 
von der vorhergehenden, so ergibt sich die Bedingung, unter der 
das Diagramm die Addition richtig darstellt: 

(^r — F) J' sin <p' + = 0. 

Analog erbalt man bei in Reihe gescbalteten Stromkreisen 
p' sin 9 ?' -f- (i^" — F) P" sin 9 ?" = 0 . 

Die graphische Addition von Stromen und Spannungen ist bier- 
nacb stets richtig, wenn 

P'=P"==P 

ist. Dies gilt z. B. fiir Stromkreise, in denen das Verhaltnis von E. 
L und G das gleiche ist, dann ist namlich 

(p' = cp"==(p. 

Die graphische Addition ist ferner richtig, wenn alle Stromkreise 
bis auf einen induktionsfrei sind. Dann ist namlich der resul- 
tierende Blindstrom gleich dem des einen induktiven Stromkreises 

J sin cp—J' sin 99 ', 

daher 

P = P'. 


Bei Stromkreisen, bei denen die Kapazitiit keine Rolle spielt 
und bei denen der induktive Blindwiderstand der Periodenzahl pro¬ 
portional ist, weichen die Induktionsfaktoren auch fiir verschiedene 
Verhaltnisse von P zu P nicht viel voneinander ah. Dann ist die 
graphische Addition sehr angenttiert richtig. 

Bei spiel. Die Spannung zweier parallelgeschalteter Strom¬ 
kreise sei wie folgt zusammengesetzt. 

P^ = 100, P3 = 30, P^ = 20. 

Im ersten Stromkreis ist P' — 5, (dL' — 5, 
im zweiten „ „ P" = 4, mi" == 8 . 

Man erhalt 


P = 106,3 
/'== 14,29 
A''= 1021 
J' cos 99 ' = 9,605 
J'sin 9 ?'= 10,5 7 


J" = 11,26 
A" = 507 
/"cos 9 ?"= 4,770 
/" sin 9 ?" = 10,20 


P'= 0,952 P" = 0,965. 

Die beiden Induktionsfaktoren weichen also nur um 1,4 
einander ah. Der Gesamtstrom ist 


/o 


von- 


/ = 25,22, /cos 99= 14,375, J sin 99 = 20,72, P = 0,961, 
wahrend J' sin cp' /" sin 99" == 20,7 7 ergibt, also ein von / sin cp nui 
um 0,25 abweichendes Resultat. 
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39. Die Mehrphasensysteme. 

Auf dem Anker einer zweipoligen Maschine seien eine Anzahl 
voneinander isolierter Spulen auf dem Umfang verteilt angeordnet 
(s. Fig. 71). Die als sinusformig angenommenen Spannungen der 
drei Spulen haben alle dieselbe Frequenz, sie sind aber in der Phase 
gegeneinander verschoben. Sie sind 

' = —« 18 )> 
wenn Spule 1 zur Zeit = 0 den ganzen FluB um- 
schlingt und Spule 2 gegen . 1 um den Winkel , 

Spule 3 gegen 1 um -j- zuriickliegt. 

SchlieBt man jede Spule an einen Strom- 
kreis, so erhalt man eine entsprechende Zahl 
von Stromen gleicher Periodenzahl, deren GroBen 
von den Spannungen und den Scheinwiderstanden 
der Stromkreise abhangen, und deren Phasenwinkel durch die der 
Spannungen und die Phasenwinkel der Belastungen gegeben sind. 

Ein solches System, bei dem eine Anzahl gegeneinander phasen- 
verschobener Spannungen von gleicher Frequenz gegeneinander phasen- 
verschobene Wechselstrome erzeugt, nennt man allgemein ein Mehr- 
phasensy st em. 
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Mehrdhasenstrome, 


Fiir die ©inzelnen Toil© d©s M©hrphas©nsystems,' von d( 
jedes aus der Stromquell© (der Spule), d©r Leitung und d©r 
lastung besteht, wird haufig di© nicht ganz korrekte Bezeichr 
„ Phase “ verwendet. 

Nach der Art des Aufbaus und der Wirkungsweise untersch© 
man bei den Mehrphasensystemen: 

1 . symmetrisch© und unsymmetrisch© System©, 

2 . abhangig© oder verkettet© und unverkettet© System©, 

3 . balancierte und unbalanciert© System©. 


40. Symmetrische Mehrphasensysteme. 


Ein Mehrphasensystem heiBt symmetrisch, wenn all© Spannur 
gleichgroB sind und j© zwei aufeinanderfolgend© Spannungen 
den gleichen Phasenwinkel gegeneinander phasenverschoben s 
1st n di© „Phas©nzahl“, so ist jeweils di© Spannung ©iner S] 

gegen di© der vorhergehenden um "tel der Period©, d. h. um 


verzogert. 

Somit sind di© n Spannungen ©ines symmetrischen „ 7 ^~Pha 
systems “ 

^>l = PmSina)^ 1 




2 71 


sin CO ^ 2 • 


2 71 


n 


. . .(ns 




CO t 


/ ^ 2 7t 

■ n—1 — 

^ ' n. 


Beispiele. n = l ©rgibt nur ©in© Spannung, d. h. ©in g©w( 
lichos Einphasensystem mit ©iner Hin- und ©iner Riickleitung. 

n = 2 ©rgibt zwei um 180^ gegeneinander verschobene, 
gleichphasige, aber ©inander ©ntgegengerichtet© Spannungen. Schs 
man di© Spulen so hint©r©inander, daB di© Spannungen unter 

-r -. . ander gleichgerichtet sind, so kann man jed© 

©inen Stromkreis wirken lassen (s. Fig. 72), in( 
man von dem Verbindungspunkt 0 ©inen dri 
Leiter zieht. In diesem Leiter flieBt di© Diffei 
der Strom© der bei den AuBenleiter, si© ist 
gleicher Belastung der beiden Stromkreis© gl 
Null. Der dritt© Leiter heiBt daher Nulleiter, 


Fig. 72. 
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schobene Spannungen, das sog. Dreiphasensystem. Da n—2 noch 
gleicbphasige Spannungen ergibt, ist das Dreiphasensystem das 
erste eigentliche Mehrphasensystem, dem man in der Zahlenreihe 
fiir n begegnet und somit das von kleinster Phasenzahl. 

n —4: ergibt vier um 90^ gegeneinander phasenverschobene 
Spannungen, das Vierphasensystem. Je zwei dieser Spannungen 
sind wieder um 180^ gegeneinander phasenverschoben. Schaltet 
man die Spulen so, da6 diese Spannungen untereinander gleich- 
gerichtet sind, so erhalt man zwei Systeme mit um 90^ gegenein¬ 
ander verschobenen Spannungen, also ein Zweiphasensystem, das 
aber unsymmetrisch ist (s. S. 118). 

41. Verkettete Mehrphasensysteme. 

Arbeitet jede Phase fiir sich auf einen Belastungsstromkreis, 
so sind fiir 7i Phasen zur Fortleitung des Stromes 2 n Leitungen 
erforderlich. Die Zahl der Leitungen kann bei symmetrischen 
Systemen auf n, bei unsymmetrischen auf (w-f-l) herabgesetzt 
werden durch elektrische Verkettung der Phasen. 

Von den Verkettungen sind am wichtigsten die Sternschal- 
tungen und die Pingschaltungen. Auch Kombinationen von beiden 
kommen vor. 

1 . Die Stornschaltung. 

Sie entsteht dadurch, daB die Anfange aller Spulen zu einem 
Knotenpunkt, dem Sternpunkt oder neutralen Punkt zusammen- 
gelegt werden, wahrend die Enden die Klemmen fiir die Fortleitung 
bilden. 

Ist das System unsymmetrisch, so ist zu den n Leitungen noch 
eine weitere erforderlich. Fig. 73 zeigt 
ein unsymnietrisches Vierphasensystem. 

Die Spulen sind um den Phasenverschie- 
bungswinkel a zwischen den Spannungen 
benachbarter Spulen gegeneinander ver- 
schoben gezeichnet. Die Belastung 
wird durch vier gleichgroBe Schein- 
widerstande in analoger Schaltung ge- 
bildet, die Sternpunkte 0 und O' sind durch einen fiinften Leiter 
verbunden. Wegen der Gleichheit der Spannungen und der Be- 
lastungswiderstande sind die vier Strome gleichgroB und gegenein¬ 
ander um denselben Winkel d wie die Spannungen verschoben. 
Nach dem ersten Kirchhoffsohen Satz ist die Summe aller in einem 
Emotenpunkt zusammenflieBenden Strome in jedem Augenblick gleich 
Null, daher isfc der Strom im Verbindungsleiter der Sternpunkte 

^*0 = — (h~rh + 4 +^* 4 )? 
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In dem Vektordiagramm (Fig. 74) ist OA die geometrische 
Summe der 4 Strome bis und der Strom ist die im 
Sinne AO durcblaufene SchluBlinie des Strompolygons. ist dabei 
positiv vom Stromerzeuger zum Stromverbraucher gerechnet. 

Ist das System symmetrisch, d. h. sind je zwei Spannungen urn 

— gegeneinander phasenverschoben, so haben bei symmetrischer 

Belastung auch die Strome diese Pbasenverschiebung untereinander, 
und da sie gleicligroB sind, schlieBt sich das 
Polygon der Strome, wie Fig. 75 fiir n = 5 
zeigt. Die Verbindungsleitung 
der Sternpunkte ist stromlos 
und kann fortgelassen werden. 
Weil sie bei einem symmetrisch 
belasteten symmetrischen Mehr- 
pbasensystem stromlos ist, heiBt 
die Verbindung der Sternpunkte 
Nulleiter oder neutraler Leiter. 
Zur Fortleitung eines sym- 
metriscben ?^-Pbasensystems sind somit n Leitungen erfordorlich. 

Phasenspannung und Linienspannung. Die Spannung 
zwischen dem Sternpunkt eines Sternsystems und dem Endpunkt 
einer Spule (Phase) heiBt die 

Phasenspannung. Alle Spulenenden haben gegen den Stern¬ 
punkt die gleiche effektive Spannung. Bei einem symmetrischen 
System ist er der Spannungsmittelpunkt des Systems. Die Spannung 
zwischen zwei benachbarten Spulenenden ist die Differenz der beiden 
Phasenspannungen dieser Spulen, sie heiBt die Linienspannung 
Oder die verkettete Spannung. 

Nach Gl. 112 sind die Sparmungen der xten und (a:-^l)ten 
Phase 



Fig. 74, 


Fig. 75. 




cot — (x -1) 


2 7t 


cot - X- 


P(x + l)=Pm^^^ 
daher ist die Linienspannung 

Ti = P^ — J’u+i) =^Pm Sin ^ cos 


2 n 


)t — (2x — l) ■ 


Der Effektivwert der Linienspannung berechnet sich daher aus 
dem der Phasenspannung P 

= .(113) 


In dem Vektordiagramm (Fig. 76) sind OP^ bis OP^ die Pbasen- 
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spannungen eines symmetrischen Fiinfphasensystems, 

die Linienspannungen. P ^ ist die geometrische Differenz von A 

und P^ usf. 

I)as Polygon, der Linienspannungen schlieBt sich, die Summe 
der Linienspannungen ist Null. p 

Dies gilt sowohl fiir die Effektivwerte von ^ 
einwelligen Spannungen als auch fiir die Moment- 1 

anwerte beliebiger Spannungen. Denn es ist ^ 

= V Ip^ 


2^(n —l)n 2^(n —1) 'Pn Fig. 76. 

PnX = Pn — Vl^ 

Die Summe der linken Seiten ist die Summe aller momentanen 
Linienspannungen, die Summe der rechten Seiten wird identisch Null. 

2 . Die Ringscbaltung. 

Sie entsteht dadurch, daB das Ende einer Spule • mit dem 
Anfang der folgenden verbimden wird, wie Fig. 77 fiir vier Phasen 
zeigt. Sind die Phasenspannungen einwellig, so ist ihre Summe bei 
einem symmetrischen System Null. Im Vektordiagramm ergibt die 
Summe der Effektivwerte ein geschlossenes Polygon (Fig. 78). In dem 
geschlossenen Ring flieBt daher zunachst kein Strom, sondern erst 
dann, weim an die Knotenpunkte Belastungswiderstande ange- 
schlossen werden. / 

Die Spannung zwischen zwei \ lau le 
Leitimgen, d. h. die Linienspannung ^ 

ist hier gleich der Phasenspannung. 1 

Dagegen sind hier zweierlei \i 

Strome zu unterscheiden, die Ring- / ^ ^ 

Oder Phasenstrome ^ und die Linien- Fig. 77. Fig. 78. 

strome iy 

Von jedem Knotenpunkt des Ringes goht eine Leitung fort, 
und es ist in jedem Augenblick die Summe der Strome, die an 
einem solchen Knotenpunkt zusammentreffen, gleich Null. Es ist 
also z. B. fiir den Knotenpunkt der Phasen 1 und 2 (s. Fig. 77) 

— ^12 h — \ = 


Der Linienstrom ist die Differenz der beiden Phasenstrome. Bei 
symmetrischer Belastung eines symmetrischen Systems ist 


.=i_sm\ cot — X 
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daher 

. ^ r ^ ^ 

i =zt —^ = — t 2 sin —cos cot — (2 x — 1) — 

l (x + l) X m ^ \ 71 

daher gilt fiir die Effektivwerte 

t 7 i = 2 J'sm^.( 114 ) 

Berechnet mail hier die Summe aller Linienstrome, so kommt 
darin jeder Phasenstrom einmal mit dem positiven und einmal mit 
dem negativen Vorzeichen vor, wie auf S. 103 fiir die Linienspannungen 
gezeigt war; die Summe wird ebenfalls Null. Beim Ringsystem ist 
also in jedem Augenblick die Summe aller Linienstrome unabhangig 
von der Kurvenform gleich Null. 

42. Balancierte und unbalancierte Mehrphasensysteme. 

Die Leistung eines Mehrphasensystems ist gleich der Summe 
der Leistungen der einzelnen Phasen. Die Leistung eines Wechsel- 
stromes j/ulsiert nach Kap. I S. 10 mit der doppelten Frequenz um 
den Mittelwert 

PJ cos 99, 

der Momentanwert ist 

•r.-r-r -xr COS (2 CO if- (dY 

P/[cos 09 COS (2 CO ^ 09 ) 1 —A 1 -- — . 

^ L cos 99 „ 

Bei einem symmetrischen und symmetrisch belasteten Mehrphasen- 

system sei fiir die xt^ Phase 

— 2 jc 

^^_y'2Psin (jot — {x — 1) — 

L ^ 

/— r s 2 jt 

^^ = y2/sin (ot — [x — 1}-99 , 

L ^ J 

{ 2 71^ 

cos 99 — cos 2 cot —2 (x — 1)-99 

L ^ 

Bildet man die Summe aller von x—1 bis x — n, so wird 

r 2 j7; 1 

^ cos 2 CO if — 2 {x — 1)-99 =0 

X = 1 

und 

cos c/).( 115 ) 

Die momentane Leistung eines gleichmaBig belasteten symmetrischen 
Mehrphasensystems ist konstant gleich dem ?^-fachen Mittelwert der 
Leistung einer Phase. 

Je nachdem bei einem Mehrphasensystem die Leistung konstant 
ist Oder nicht, nennt man es ein balanciertes oder ein unbalan- 
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Symmetrische Systeme sind, wie gezeigt, balanciert, wenn sie 
gleichmaBig belastet sind; bei ungleichmaBiger Belastung pulsiert 
die Leistung, das System ist dann unbalanciert. Auch unsymme- 
trische Systeme konnen bei gleicbmaBiger Belastung balanciert sein, 
z. B. das Zweiphasen-Dreileitersystem (s. S. 118). 

Entsprechend der konstanten Leistung eines balancierten Mehr- 
phasensystems kann bei einem Motor, der mit einem solchen Strom- 
system betrieben wird, eine konstante Zugkraft erbalten werden* 
Bei einem Motor, .der mit Einpbasenstrom gespeist wird, pulsiert 
dagegen die Zugkraft ebenso wie die Leistung mit der doppelten 
Erequenz des Stromes. 

Die praktisch wichtigsten Mebrphasensysteme sind das Drei- 
pbasensystem und das Zweiphasen-Dreileitersystem, die nur drei 
Leitungen benotigen. Sie sollen im folgenden naher besprocben 
werdeii. 

43. Das Dreiphasensystem. 

Das Dreiphasensystem bat drei um 120^ gegeneinander pbasen- 
verschobene Spannungen, die in Sternschaltung oder Ringschaltung 
verkettet werden. 

Bei der Sternschaltung Fig. 79 ist die Linienspannung 
nacb Grl. 113 

Pj=2Psin| = V3P.(116) 

o 




Der Linienstrom ist gleich dem Phasenstrom 

.( 117 ) 

Bei gleicher Belastung der drei Pbasen ist daher die Leistung 

N=^PJ (^08cp = V~%PiJiG0S(p , . . .(118) 

In der Ringschaltung (Dreieckschaltung) Fig. 80 ist 

Pz = P.(119) 

bei gleicbmaBiger Belastung nacb Gl. 114 

Jj = 2Jsin| = V3J.(120) 

o 

N= SPJ GOS(p SPiJiCOs (p .(121) 
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44. Berechniiiig einer Sternschaltung. 


Bei gleicher Belastung der verschiedenen Phasen einer sym- 
metrischen Sternschaltung kann jede Phase wie bei einem Einphasen- 
system behandelt werden. 

Bei Sternschaltung des Stromerzeugers und der Stromverbraucher 
nach Fig. 81 ist in jeder Phase der Scheinwiderstand z = '\/ -^X'^ y 

daher ist der Strom jeder Phase 


J 


P 


Die Leistung einer Phase 

PJ cos (p — P^ 


R 


Hierbei setzt sich z in jeder Phase zusammen aus den Scheinwider- 
standen der Belastung z. und der Leitung (evtl. einschlieBlich des 
Generators). 

. Tragt man (s. Fig. 82) die drei Phasenspannungen P^y Pg, P^ 
gleich OP^y OP^y OPq auf, so sind 
die Linienspannungen am Generator 

p —p p p _ P p 


31 ■ 


-P P 

-^1 ^ 3 * 


Die drei Phasen- 


strome sind alle um 




denselben Winkel (p gegen ihre Phasenspannungen verzogert undgleich- 
groB. Subtrahiert man nun von den Phasenspannungen P^, P^/Pg 
den Sparinungsabfall Jin jeder der drei Leitungen, so erhalt man 
OP/, OP/ und OP 3 ' als die drei Phasenspannungen an den Klemmen 
der Belastung, und das Dreieck der Linienspannungen an den Klemmen 
der Belastung ist P^' P^' P 3 '. Die Seiten des Dreiecks sind gegen 
P^P^y PqP 3 und P 3 P^ im gleichen Verhaltnis verkleinert und um den 
gleichen Winkel gedreht wie die Phasenspannungen OP^' gegen OP^ 
usf.. Hieraus folgt, daB bei symmetrischer Belastung das Spannungs- 
dreieck gleichseitig bleibt, und daB der prozentuale Spannungsabfall 
bezogen auf die Linienspannung gleich ist dem Spannungsabfall einer 
Phase. Man braucht daher nur den Spannungsabfall wie bei einer 
Einphasenleitung nach Kap. IV fiir eine Phase der Sternschaltung 
zu berechnen. 
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44. Bereohnung einer Stemschaltung. 


1st die Belastung unsymraetrisch, so wird das Spannungs- 
dreieck dagegen verzerrt. Nehraen wir z. B. an, zwei Phasen seien 
gleich belastet, die dritte aber sei unterbrochen (2 = 00), s. Fig. 83. 
Die Belastnngswiderstande der beiden anderen Phasen sind jetzt in 
Beihe an die Linienspannung angeschlossen, in beiden flieBt der- 
selbe Strom, wie bei einem Einpbasensystem. Er ist aber jetzt nur 

jp p 

noch wahrend er zuvor — war, und da P, = V?P, ist er jetzt 


nur JV3 — 0,866 von dem friiheren Wert. Fig. 84 zeigt das Span- 


Die Linienspannung 


nungsdiagramm. 

P 

Po^s . , - _ _ 

gescbalteten Scheinwiderstande. Zwischen 


12 — -^2 -^1 sich zu gleichen Teilen 
PqP^ auf die beiden in Reihe 




dem neutralen Punkt des Generators und dem der Belastung besteht 
die Spannung OP^, und zwischen den Enden der unterbrochenen 
Leitung besteht die Spannung PgP^j, die groBer ist als die Phasen- 
spannung OP 3 des Generators. Der Strom ist gegen die Linien¬ 
spannung Pj 3 = Pg Pj um (p verzogert; subtrahiert man den Spannungs- 
abfall J in den beiden stromfuhrenden Leitungen, so erhalt man 
die Linienspannung P<^Pi nnd das Spannungsdreieck P^'Pg'Pg an 
den Klemmen der Belastung, das nun nicht mehr gleichseitig ist. 
Was hier fiir vollstandige Unterbrechung einer Phase gezeigt wurde, 
gilt analog, wenn die Belastung einer Phase wesentlich schwacher 
ist, als die der beiden anderen: an der am schwachsten belasteten 
Phase tritt eine Erhohung der Spannung auf, an den anderen eine 
Verkleinerung. 

Infolge dieser gegenseitigen Beeinflussung der Strome der ver- 
schiedenen Phasen ist es im allgemeinen nicht moglich, Gliihlampen 
in Stern zu schalten, weil beim Abschalten einzelner Lampen die 
Spannungen sich an den iibrigen stark andern. Wenn sie in Stem 
geschaltet werden, ist ein neutraler Leiter erforderlich. 

Analytische Berechnung der Stromverteilung einer Stemschaltung. 

Gegeben seien die drei symmetrischen Spannungen des Gene¬ 
rators P^y Pg, P 3 (s. Fig. 85). 

Zwischen dem neutralen Punkt des Generators und dem der 
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Belastung besteht bei ungleicher Belastung der Phasen stets eine 
Spannung, wie dies soeben fiir ein Beispiel gezeigt wurde, bei dem 
kein neutraler Leiter vorhanden war. 1st er vorhanden, so fiihrt 
er bei ungleicher Belastung der Phasen Strom, und es besteht eiii 
Spannungsabfall in ihm. 

Die GroBe und Phase dieser Spannung ist zunachst unbekannt, 
wir bezeichnen sie init sie ist in 

Fig. 85 durch die Strecke OP^ dargestellt. 
Auf jeden Scheinwiderstand, der sich voni 
neutralen Punkt des Generators iiber eihe 
Leitung und den Belastungswiderstand bi& 
zum neutralen Punkt der Belastung er- 
streckt, wirkt die Differenz aus der be- 
treffenden Phasenspannung P^ und der 
Spannung Pq. Diese drei Differenzen wer- 
den durch die Vektoren PqPu 
P^P g dargestellt. Sind 2 ^, Zg, die 
gesamten Scheinwiderstande der drei Phasen 
und des Nulleiters vom neutralen Punkt des Generators bis zu dem 
der Belastung, so gelten die Gleichungen: 



$3 ^0 Ss 83 


( 122 ) 


und fiir den Nulleiter 

0-^o = 3o3o- 

Fiihrt man an Stelle der Scheinwiderstande z die Leitwerte y ein^ 
so ist auch 


= 

^2 (^2 $ 0 ) ^2 

% = * * * ■ 

So $0 ^0 ' 

Es ist nun die Summe aller vier Strome gleich Null: 

Si + S2 + S3 + So = ^ • 


(122 a) 


Addiert man daher die vier Gleichungen 122 a, so wird 

^0 (^1 + ^2 + ^3 4" ^ 1^1 + + ^ 3^3 

und hieraus ermittelt sich zunachst 


^0 


9o) 


(123) 


Durch Einsetzen dieses Wertes in Gl. 122 a ergeben sich die 
vier Strome. 

Ist kein neutraler Leiter vorhanden, so ist in den Gl. 122 und 
123 = 0 zu setzen. 
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44. Berechnung einer Sternschaltung. 


Graphische Ermittlung. Man kann die soeben abgeleitete 
Rechnung auch graphiseh durchfuhren. Dividiert man Gl. 123 beider- 
seits durch so wird 


(2)5. +Do) 


(124) 


Hieraus ergibt sich folgende Konstruktion (Fig. 86). 
Man tragt 


auf, und bildet die Summe — 



1st ferner 

SO ist die Summe dieser vier Strome 

0^ = ^,(i:D. + Do)- 

Nach GL 124 verbalt sich daher 

OE‘ 

Macht man 

AOPqD^AOP^E, 

so ist OPq gleich P^ nach GroBe und Phase. 

Eine andere graphische Ermittelung des Sternpunktes ergibt 
sich aus folgender Betrachtung. 

a) Es ist kein Nulleiter vorhanden. 

Nimmt man zunachst an, eine Phase, z. B. 3, sei unterbrochen, 
so sind die beiden anderen 1 und 2 hintereinander an die Linien- 
spannung P^^ angeschlossen, und diese verteilt sich auf die beiden 
Zweige nach MaBgabe ihrer Scheinwiderstande oder im umgekehrten 
Verhaltnis ihrer Leitwerte. 

Macht man daher in Fig. 87a und b 

Pg Pq :Pq P^ = §2 • §1 = • ^2 == OA : AB, 

so ist OPq die Spannung zwischen Stempunkt des Generators und 
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dem der Belastung bei unterbrochener Phase 3. Sie ist nach Gl. 123 
fiir l 5 j = 0 und % = 0 , 

5 R '_ 4- ^3 

+ ■ 

Die Spannung zwischen der Klemme 
der unterbrochenen Leitung und dem Stern- 




Fig. 87 b. 


punkt der Belastung ist daber 


^i + i )2 


(125) 


Ist nun der Leitwert der Phase 3 nicht Null sondern ^ 3 , so 
ist nach Gl. 123 

. bi -|- % "f ^3 ^3 
+ ^>2 H” ^3 

und 

: ^3 (^1 ^ 2 )- (^1 ^1 ^2 ^ 2 ) 

(Qi + ^>2 + 


^3 


^0- 


, (125 a) 


Durch Division der GL 125 und 125a erhalt man daher 

^3 -^0 — ^'2 

^8-^0^ ^1+^2+^)3 


Man tragt also P^Pq so auf, daB 

0^ = (^1 4“ ^2) • (^1 +k)2 4"98) = ^-^*^^? 
dann ist OPq die gesnehte Spannung des Sternpunktes. 

Haben und 2/2 den gleichen Phasenwinkel, so liegt der Punkt 
Pq auf P^Pg; hat auch denselben Phasenwinkel wie und y^^ 
so liegt Pq auf der Geraden P^Pq. 

b) Ist ein neutraler Leiter vorhanden, so setzt man das Ver- 
fahren wie folgt fort. Ohne neutralen Leiter war 

cn _ 


44. Bereclinung einer Sternschaltung. 


Ill 


mit neutralem Leiter ist dagegen 


^O(n) 




also 


^O(n) _ 

Man tragt also die Strecke OPo(«) 

O^oin) • 0 = (^1 + ^2 + • (^0 + + ^2 + ^ 3 ) J 

dann ist die gesuchte Spannung des Sternpunktes. 


Berechnung bei nnsymmetrisclien Linienspannungen. 


Oft liegt die Aufgabe vor, daB zu gegebenen unsymmetrischen 
Linienspannungen die Stromverteilung bei Sternschaltung der Belas- 
tungswiderstande 2 ^ zu berechnen ist (vorausgesetzt, dafi die 
gegebene Unsymmetrie der Spannungen durch sie nicht mehr geandert 
wird). 

In solchen Fallen ist die Bezugnahme auf den Nullpunkt des 
Stromerzeugers nicht mehr moglich. 

Bezeichnet man die Spannungen zwischen je einer der drei 
Leitungen und einem beliebigen Bezugspunkte der Reihe nach mit 
^2 ^35 Linienspannungen so gilt fiir diese stets 

(s. auch S. 103) • 


= .(126) 

Die Summe der drei Linienspannungen ist daher stets Null, bei 
einwelligen Spannungen bilden ihre Vektoren ein geschlossenes Drei- 
eck, das bei Unsymmetrie ungleichseitig ist. 


a) Die Belastungswiderstande sind gleich. 

Wir wahlen als Bezugspunkt den Sternpunkt der Belastungs¬ 
widerstande, dann sind \ ^2 ^3 die gesuchten Phasenspannungen 
der Belastung. Da die Summe der drei Strome der Sternschaltung 
stets Null ist, wird fiir = 83 — 5 

800 

“t"" $2 + ^3 = 0 . 

Hieraus folgt, daB bei gleichen Belastungswiderstanden der 
Spannungsmittelpunkt der Belastung der Schwerpunkt des Spannungs- 
dreiecks ist (s. Pig. 88 ). Nach Gl. 126 wird namlich 

$x= ^0 + ^2 

^l = -^5 + ^3 
$ 1 = 
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mithin = I (^c — 

und analog $3 = l(^a~^c) 

Durch die $ nnd § sind die Strome bestimmt. 


b) Die Belastungswiderstande sind ungleicb. 

Der Spannnngsmittelpunkt der Belastung (0 in Fig. 89) ist 
nicbt mehr der Schwerpunkt des Spannungsdreiecks (O'j, zwischen 
den Spannungsmittelpunkten des unsymmetrisch und des symmetrisch 




belasteten Systems besteht eine Spannung — O'O. Seien 

die gesuohten Phasenspannungen des unsymniotrisch belasteten Systems, 

Pi\P^\P./, die bei symmetriscber Belastung, so ist 

?o = ^x'-^x 

Multipliziert man jede der drei Gleichungen mit dem zugehorigen 
Leitwert t )3 und addiert sie, so wird, da die Summe der drei 
Strome Null ist, 

^0 (^X + ^2 + ^ 3 ) = ^x' ^X 4" ^ 2 ' ^2 + ^3^8 

m _$X ^X “f" ^2 ^>2 4" ^3 ^^3 f-i c^n\ 

^4 . “. 

Diese Gleichung fiir P^ ist vollkommen analog der Gl. 123, 
S. 108, mit dem Unterschied, da 6 die ^ 3 ' hier unter sich 

verschieden sind. Die graphische Berechnung ist der dort gezeigten 
genau entsprechend. 


45. Dreieckschaltung. Die Beziehung der Phasenstrome zu 
den Linienstromen. 

Ehe wir die analytische Berechnung der Dreieckschaltung 
durchfiihren, soli zunachst an den Vektordiagrammen die Be- 
ziehung zwischen den Phasenstromen und den Linienstromen er- 
lautert werden. Hierbei nehmen wir e e Sch 1 una nach FiV. no 
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Stern geschaltet. Wir legen vorerst, gleichviel ob die Belastungen 
des Dreiecks gleich sind oder nicht, gleichgroBe Linienspannungen 
zugrunde. 

Es seien in Fig. 91 P^, Pg die Phasenspannungen des 

Generators, die Linienspannungen P^, P^. 

P^, Pj, P^ sind die Phasenspannungen des Dreiecks. 

Bei gleicher Belastung der drei Seiten des Dreiecks sind die 


gleichgroBen Phasenstrome (Ring- 
strome) um gleiche Winkel 

<p gegen die Spannungen P^, P^, P^ 
verzogert. 

Verlegt man die Vektoren der 
Strome nach dem Mittelpunkt 0, 
so erhalt man dis Linienstrome als 




Fig. 90. 


Fig. 91. 


Differenzen benachbarter Phasenstrome, also 




Die Vektoren dieser Strome sind die Seiten des Stromdreiecks 
Ihre Verschiebung nach dem Nullpunkt zeigt, daB sie gegen die 
Spannungen P^, P^, Pg dieselbe ^ 

Phasenverschiebung haben, die 
zwischen den Spannungen und den 
Stromen des Dreiecks besteht. 

Anders *ist es bei ungleicher 
Belastung der Dreieckseiten. Ein 
Beispiel hierfiir zeigt Fig. 92. Es 
sind die Phasenverschiebungen der 
Dreieckstrome gegen ihre Span- 
nungen 9 ?^, 9 ?^,, 9 ?^, die der Leitungs- 
strome gegen ihre Spannungen ^ 

92. 9s- • ^ 

Es ergeben sich folgende Be- g 2 

ziehungen: J^ ist gegen P^ um (p^ 

verzogert. Nach Gl. 128 ist die geometrische Differenz von und 
Jj, die um 99 ^ bzw. 99 ^ gegen P^ bzw. P^ nacheilen. P^ eilt 

Fraenckel, WechselstrSme. 2. Aufl. 8 
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gegen um 30® vor, wahrend P^ gegen P^, um 150® voreilt, —P^ 
also gegen P^ um 30® naoheilt, daher wird 

cos cp^ == cos (cp^ — 30®) -f-cos + 30®) I 
sin ==J^ sin {p^ — 30®) -[-*^6 sin (p^ -[” 30®) J 
und analog fiir die anderen Phasen 

cos 9^2 =J^ cos (p ^— 30®) cos (p^ + 30®) | 

Jg sin sin ( 9 ^?^ — 30 ®) + J, sin (p^ + 30®) j 

endlich 

Jg cos 993 == e/^ cos (995 — 30 ®) + J,, cos (p^ + 30®)| 

J 3 sin 993 =e7j sin (995 — 30®) + sin {p^ + 30®)j 


Andert sich der Strom in einer Seite des Dreiecks, so andern 
sich nur die Linienstrome an den beiden benachbarten Eckpunkten, 
aber nicht der des gegeniiberliegenden Eckpunktes. Wird z. B. der 
Strom einer Seite Null, etwa der Seite a, so ist J^ = — und J 3 = 
ist aber nicht Null, weil die Phasenverschiebungen der Strome 
und J 3 gegen ihre Spannungen mit der Phasenverschiebung der 
Belastung nicht einfach zusammenhangen. 

Sind etwa zwei Seiten gleichstark und induktionsfrei belasfcet 
die dritte unbelastet, alsoJ^ = 0 , p^ — p^ = o^ so wird 

cos p^ =J cos (— 30®) + J cos 30® = J Vs) j 
J^sinp^—J sin( —30®) -(-/ sin 30® = 0 J ^ 


cos 9?3 


=J cos 30® = 


2 


J 2 sin p^=J sin 30® 


J 

2 



r-i/o 

J 3 cos 9?3 =J cos (— 30®) = -yh. 
J 3 sin p^=J sin (— 30®) = 




Es ist also in Pliase mit , 
dagegen ist gegen P^ um 30® 
verzogert, wahrend gegen P 3 um 
30® voreilt (s. Fig. 93). Die in jeder 
der beiden belasteten Phasen ver- 
brauchte Leistung ist J P^ = V 3 PJ, 
insgesamt also 2 Vs PJ. Hier- 
von fiihrt die* Halfte, die iibrigen 
Strome je ein Viertel zu. 

Sind dagegen bei einer unbe- 
lasteten Phase die beiden anderen 
induktiv und etwa wieder gleich- 


Fig. 93. 
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rk belastet, also 

= = = 

ist Jj eos<35j^ = 0', sin = V 3 / 

cos 93 =-g—, /2sin92 = yV3 

J J _ 

cos 93 = -, J3sin93 = -V3. 

Hier f iihrt also eine Leistung Jg cos | PJ zu, wahrend 
dLieselbe Leistung wieder zuriiokgibt, 
n die gesamte Leistung ist Null 
i'ig. 94). 

Ein Linienstrom wird bei der 
iocksohaltung Null, wenn die Strome 
Leiden benaohbarten Dreieckseiten 
cLgroB und und von gleicher Phase 
L. Ibre Phasenverschiebungen gegen 
Spannungen unterscheiden sich 
n um 120®. Ist z. B. g6g©n 
30® verzogert, wahrend gegen 
am 90® voreilt, so ist, wenn sie 
oLgroB sind, ihre DifPerenz, d. h. 

Xiinienstrom = 0. 

Transfigurierung einer Dreieckscbaltung in eine Stern- 

schaltimg. 

1st bei unsymmetrischer Belastung der Dreieckscbaltung der 
nnungsabfall in der Leitung zu beriicksiohtigen, so wird die 
ang der Gleiohungen, die drei unbekannte Spannungen und drei 
ekannte Strome entbalten, dadurch besonders uniibersichtlich, daB 
Xiinienstrome jeweils'die Differenz zweier Pbasenstrome sind. 

Wesentliche Vereinfacbung der Berechnung bietet die An- 
.d.ung des zuerst von A. E. Kennelly bewiesenen Satzes, daB 
5 Dreieckscbaltung durch eine in bezug auf den auBeren Strom- 
.s aquivalente Stemschaltung er- 
t werden kann. Durch diese 
lasfigurierung wird die Berech- 
.g einer Dreieckscbaltung auf die 
>r Stemschaltung zuriickgef iihrt. 

Es seien die Scheinwiderstande 
des Dreiecks gegeben (s. 

. 95), gesucht z^, z^, z^ fiir den aqui- 
mten Stern. Aquivalenz besteht, 


a • C 
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bei beiden Schaltungen gleichgrofi ist. Zwischen den Klemir 
AB liegen beim Stern und Zg in Reihe, beim Dreieck dagegen 
parallel zu der Reihenschaltung von und z,,, daher ist 

I . hiia~\~h) 

Sx + 82 ■ 


ebenso 


82 + S3 = 
Ss +Si = 


3 a + S5 + Sc ’ 

Sa (Sft 4" Sc) 


5a + Sj + Sc’ 
Ss (Se ~f~ Sg) 


Sa+Ss + Sc 

Addiert man jeweils zwei dieser Gleichungen und subtrahi^ 
davon die dritte, so eriialt man 

Ss Sc 


Si = 


Sa + Ss + Sc 
Sc So_ 


h 


Sa+ Ss “hSc 

__ Sg 


(129) 


5 a ■+■ + Sc J 

Sind die Scheinwiderstand© des Dreiecks unter sich gleich 


5a-56-5c-5 J 

so sind auch die des Sterns gleichgroB, nnd zwar ist 

5i = 52 “ 53 — • 

Man kann die Transfignrieru 
auch graphisch ausfiihren. Stell 
in Abb. 96 die Vektoren OA, 0 
00 der Reih© naoh gj, g^ na 
GroB© und Phase dar, und ist C 
ihr© Summe, so macht man 
AOICr^AOBD, 

daher 

OT ich 

Sa+Sj + Sc 

und analog fiir die anderen Phasen. 

Umgekehrt kann ein© Sternsohaltung in eine Dreieckschaltu 
transfiguriert werden; man verwendet hierbei zweckmaBig die Le 
werte. Die Aquivalenz der Schaltungen gilt unabhangig von d 
Spannungen, die an ihnen bestehen. Ist z. B. die Spannung zwisoh 
den beiden Klemmen A und B (Fig. 95) gleich Null, so konr 
dies© Punkte widerstandslos verbunden werden. Man hat dann be 
Dreieck zwischen diesen beiden Klemmen und der dritten ei 
Parallelschaltung von und 2 /^, beim Stem eine Beihenschaltu 




47. Berechnung der Spannungserhdhung bei einem Mehrphasensystem. 117 


von mit den beiden parallelgeschalteten und y^. 
daher 


analog 


^6- 




1 

Jl_]- ^ -- 

^3 (^1 H ~~ ^ 2 ) 
+ ^2 "T ^3 * 

(^2 H ~ ^ 3 ) 

+ ^2 + ^>3 ’ 
^2 (^3 ^ 1 ) 

bi + ^>2 + ^3 ’ 


Es wird 


und indem man wieder zwei Gleichungen addiert und davon dio 
dritte subtrahiert 


+ il2 + ^3 

^ + ^2 + ^3 

^ ^2 _ 

+ il2 H“ ^3 


. . . (129 a) 


Diese Recbnung findet z. E. dann Anwendung, wenn mehrere 
unsymmetrische Sternsohaltungen parallelgeschaltet sind, deren neu¬ 
trals Punkte nicht verbunden sind und der Spaxmungsabfall fiir 
beide zu beriicksiclitigen ist. Zwischen den neutralen Punkten 
besteht eine Spannung, es konnen daher die Scheinwiderstande^nt- 
sprechender Stromkreise nicht parallelgeschaltet werden. 

Man transfiguriert dann erst jede Sternschaltung in ein Dreieck, 
die entsprechenden Seiten der Dreiecke sind parallelgeschaltet. Das 
aus der Parallelschaltung resultierende Dreieck kann wieder in eine 
Sternschaltung transfiguriert werden, womit die den parallelgeschalteten 
Stemschaltungen aquivalente Sternschaltung gefunden ist. 


47. Berechnung der Spannungserhohung bei einem Mehr¬ 
phasensystem. 

In Kap. IV S. 44 wurde gezeigt, wie bei einer Einphasenleitung 
die prozentuale Spannungserhohung und damit der ihr nahezu gleich- 
groBe Spannungsabfall berechnet wird. Da bei einem Mehrphasen¬ 
system die Linienspannung von dem Spannungsabfall zweier Linien- 
strome beeinfluBt wird, die bei ungleicher Belastung der Phasen 
sehr verschieden groB sein und ungleiche Phasenverschiebungen gegen 
ihre Spannungen haben konnen, erweitert sich diese Berechnune bei- 
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In Fig. 97 sind die Linienspannungen P^ der ] 

lastung in beliebigem MaBstab aufgetragen. 

J^, seien die Strome der in Dreieck geschalteten ] 
_ lastung. Aus ihnen erhalt n 



die Liniensfcrome 
geometrische Differenzen m 
GL 128. 

Man tragt nun die Sp; 
nungsabfalle in der Leiti 


Jz 


100 in Prozenten der seki 


daren Spannung (Sternspannu 

X 

unter dem Winkel arctg -- ge^ 
Jth 


J voreilend auf und beschre 
fiber diesen Strecken als Dur 
naesser je einen Kreis. So 
z. B. 

='^ 100 , = 1 


Fig. 97. 


Die Verlangerung von P^ schr 


det die Kreise fiber AD^ m 


BU, in 0^ und 

Die Strecken AG^ und G^D^ seien in Prozenten der seki 
daren Spannung, a^j^wcid ebenso BG^ = a^^, = so 

unt^ Berficksichtigung von GL 54 S. 44 


«„“/o = + «ci+«o2 + 




und analog fiir die anderen Phasen. Hierbei erhalten die a ( 
positive Oder negative Vorzeichen, je nachdem sie in die V 
langerung des Vektors der Linienspannung fallen oder in ihn sell 
die ^ sind zu addieren oder zu subtrahieren, je nachdem sie e 
ander entgegen- oder gleichgerichtet sind. 


48. Das Zweiphasen-Dreileitersystem. 

Dieses System hat zwei um 90® gegeneinander phasem 

schobene Spannungen und einen Ni 
leiter, es ist also ein unsymmetrisc 
System. 

Die Belastung wird zwischen 
einen AuBenleiter und den Nullei 
Fig. 98. angeschlossen (s. Fig. 98). 
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48. Das Zweiphasen-Dreileitersystem. 


Bei gleichmafiiger Belastung ist die Summe der momentanen 
Leistungen beider Phasen konstant, das System ist balanciert. 
Die Leistung ist 


Die Linienspannung ist 
der Strom des Nulleiters 


daher aixcli 


N = 2PJ cos q), 

P, = PVJ, 

N = Pi Jq cos 99 . 


Ist der Spannungsabfall im Nulleiter vernachlassigbar klein, 
so bleiben bei gleicher Belastung der Phasen die Spannungen an 
den Klemmen der Belastung gleich 
gro6 und um 90^ gegeneinander 
phasenverschoben. Besteht da- 
gegen im Nulleiter ein Span¬ 
nungsabfall, der gleich OP^ in 
Fig. 99 ist, so sind die Span¬ 
nungen an der Belastung P^P^ 
und PqP/ auch bei gleichen 
Stromen verschieden und nicht 
mehr um 90® phasenverschoben. 

Die Berechnung ergibt sich 
genau wie auf S. 108 fiir 3 Phasen. 

Sind 2 / 1 , 2/0 die Leitwerte, ge- 

rechnet vom neutralen Punkt des Generators bis zu dem der Be¬ 
lastung, so erhalt man 

® ^1 + ^2 + % 





(130) 


So — ^0 ^0 


Man kann hier ebenfalls graphisch verfahren. 

Denkt man sich zunachst eine Phase, z. B. 2 unterbrochen, so 
teilt sich die Spannung P^ auf den Nulleiter und die Belastung 
der Phase 1 nach MaBgabe der Scheinwiderstande. Es ist 



60 

1 4_ 5p ^ Si + So 


Sind sowohl die Belastung als auch der Nulleiter induktions- 
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frei, so iDrauclit man, wi© in Fig. 100, nur den Vektor OP^ in 
OPq Tind PqP^ so zu teilen, daB 

0P,':P^P, = R,-.R,. 

Zwischen der Klemme der unterbrochenen Phase und dom Null- 
punkt der Belastung besteht dann die Spannung PqP.,^, sie ist im 
allgemeinen Fall 

m _ ^2 (^1 + ^o) 

^-^0- 

Ist dagegen die Phase 2 belastet, so ergibt sich aus Gl. 130 und 
es wird 


also verhalt sich 


m (^1 + ^ o ) — 

^0- + + ’ 


^2 — ^0 _ ~i~ ^0 __ hi 

^2 "i~ ^^2 “h ^ I _So I So 

Si S2 

Nehmen wir z. B. an, es sei auch Phase 2 induktionsfrei belastet 
und ebenso wie 1, d. h. — E.^ = E, so wird 

$2 — ^0^ E-\-2 E^ 



Fig. 100. 


Man teilt in Fig. 100 P^Pq so durch den Punkt 
Pq, daB 

P,P,:P,P,'=^E + E^:E-\-2E,. 

Die Verdrehung der Spannungsvektoren aus der 
90^ Phasenlage durch den EinfluB des Null- 
leiters ist fiir den Betrieb von Motoren be- 
senders ungiinstig. Dies ist der Grund, wes- 
halb das System jetzt seltener angewendet wird. 


49. Zerlegung eines unsymmetrischen Mehrphasensystems in 
zwei symmetrische. 

Wie bei gegebenen unsymmetrischen Spannungen fiir konstante 
Belastungswiderstaiide zu rechnen ist, wurde auf S. Ill gezeigt. 
Diese Rechnung ist aber nicht mehr verwendbar, wenn die Belastung 
aus rotierenden Maschinen besteht (z. B. Induktionsmotoren). Ohne 
auf die Theorie der Maschinen hier eingehen zu konnen, sei jedoch 
©in Hilfssatz^) erlautert, der in solchen Fallen zum Ziel fiihrt. Er 
lautet: Ein unsymmetrisches Mehrphasensystem laBt sich in zwei 
symmetrische mit ©ntgegengesetzter Phasenfolg© der Spannungen zer- 

s.Fortescue Proc. Am.Inst.El.Eng. l918. P. Muller ETZ 1918. H. 35. 



49. Zerlegung e. unsymmetrischen Mehrphasensystems ia zwei symmetrisclie. 121 

legen. Die beiden symmetrisclien Teilsysteme sind verscbieden groB, 
das groBere hat die Phasenfolge des unzerlegten unsymmetrischen 
Systems, das kleinere die entgegengesetzte. 

Zur Erlauterung ist in Fig. 101 zunachst die Zusammensetzung 
zweier symmetrischer Dreiphasensysteme zu einem unsymmetrischen 
gezeigt. In dem groBen gleichseitigen 
Spannungsdreieck A' B'G eilt P/ gegen P^' 
um 120® nach, P/ gegen P^' um 120® vor. 

In dem kleinen gleichseitigen Spannungs¬ 
dreieck A' DA eilt dagegen P^" = AA gegen 
== A' D um 120® vor, P'^ = D A gegen 
P^" um 120® nach. Durch Parallelverschie- 
ben von P^^ = A!D nach P'P ergibt sich C 
CB=^P^ als geometrische Summe von PJ 
und P/. Da BD = FA'=:P', ist BA 
= P^ die Summe von P/ und P/', endlich J.(7 = P, die Summe 
von P/ und P,". 

In dem resultierenden unsymmetrischen Spannungsdreieck (7 
ist die Phasenfolge dieselbe wie in A'B'G, 

Die beiden symmetrischen Teilsysteme sind durch zwei zu- 
sammenzusetzende Spannungsvektoren und deren Phasenverschiebung 
bestimmt. In Fig. 101 eilt z. B. P^" = P'P gegen P^ um d vor. 
Beziehen wir alle Spannungsvektoren auf P^ und P^" und geben 
einem, z. B. P^', die Phase Null, so ist 

Durch Addition entsprechender Vektoren folgt: 

^, = 5P,'+5p," = P;e-^T + P/e'('+'^) • (131) 

^ = ^"=p;e+’T+p;'e’( 

Multipliziert man die zweite dieser Gleichungen mit 3 , die 

. 2 7t 

dritte mit e~ ^ T und addiert sie zur ersten, so ist 

?a + $6«'^+^«e“'^==3P;=35u; . . . . (132) 

. 2jc 

Multipliziert man hingegen die zweite Gleichung mit e”^T, die 

, 2jc 

dritte mit und addiert sie zur ersten, so ist 

e- e+' X = bp :’ = 3 sp/ (133) 



Fig. 101. 
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Die beiden letzten Gleicbungen geben die Regeln an, wie ein 
gegebenes unsymmetrisohes Spannungsdreieck in zwei sym- 

metrische zu zerlegen ist. Die graphische Zerlegung wird danach wie 
folgt ausgefiibrt: 

1. Man verdreht um die Endpunkte eines Spannungsvektors (P^) 
die beiden anliegenden und zwar den in der Phase zuriickliegenden (P^) 
um 120® nach vorwarts, den voreilenden (PJ um 120® nach riick- 
warts. Die Verbindungslinie der freien Endpunkte der gedrehten 
Vektoren ist die dreifache Lange des zum festliegenden Vektor (P^) 
zugehorigen Vektors (P^') des gleichsinnigen symmetrischen Teil- 
systems. 



2. Man verdreht um die gleichen Endpimkte des festliegenden 
Spannungsvektors (Pj den in der Phase zuriickliegenden (P^) um 

120.® nach riickwarts, den voreilen¬ 
den (PJ um 120® nach vorwarts, 
die Verbindungslinie der freien End¬ 
punkte der gedrehten Vektoren ist 
die dreifache Lange des zum fest¬ 
liegenden Vektor (Pj zugehorigen 
Vektors (P/') des symmetrischen 
Teilsystems mit umgekehrter Pha- 
senfolge. Fig. 102 zeigt die graphi¬ 
sche Zerlegung. 

Fiir ein Zweiphasensystem ist die Ableitung ganz analog und 
braucht hier nicht durchgefiihrt zu werden. 

Ein Sonderfall ergibt sich bei Zusammensetzung von zwei gleich- 
groBen symmetrischen Spannungsdreiecken mit entgegengesetzter 
Phasenfolge. 

Setzt man in GL 131 P/' = P ' und (3 = 0, so wird =2P 
— p^'j = — -P/- Dies ist ein Einphasensystem mit der 
Spannung 2 P^'. Danach laBt sich ein Einphasensystem zerlegen in 
zwei gleichgroBe symmetrische Dreiphasensysteme mit entgegen¬ 
gesetzter Phasenfolge von je halber Spannung. 


Fig. 102. 


50. Mehrwellige Strome in Mehrphasensystemen. 

Die Spannungskurven der verschiedenen Phasen eines sym¬ 
metrischen Mehrphasensystems haben alle dieselbe Form, da die 
verschiedenen Wicklungen einer Mehrphasenmaschine alle dieselben 
elektrischen und magnetischen Eigenschaften besitzen. Die Ober- 
schwingungen kommen in den Kurven aller Phasen in gleicher 
GroBe und Lage gegeniiber der Grundwelle vor. 

Der Phasenwinkel der Grundwelle iibertrafirt si h uf die Oher- 
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Sind die Grundwellen zweier anfeinanderfolgender Spannungen 
2 71 

iini gegeneinander phasenverschoben, so sind die Oberwellen der 
yc^Tt 

% facben Frequenz um - ihrer Wellenlange gegeneinander phasen- 

verschoben. ^ 

1st 'ii\n eine ganze Zabl, so ist die Phasenverscbiebung dieser 
Oberwellen ein ganzes Vielfaches von 2 d. b. die Oberwellen sind 
gleicbphasig. 

1st % — {xn —1), worin x eine ganze Zahl ist, so ist die 
Phasenverscbiebung dieser Oberwellen zweier anfeinanderfolgender 
Spannungen 

K^Tl ^ 271 

- =x27t -. 

n ■ n 

Die Oberwellen bilden ein symmetriscbes Mebrpbasensystem mit 
vertauscbter Reibenfolge der Phasen. 

Ist endbcb x = {xni), so ist 

K2n ^ ,2 71 

- X 2 7t “j-. 

n n 

Die Reibenfolge der Pbasen ist wieder dieselbe, wie fiir die 
Grundwellen. 

Bei einem Dreipbasensystem ist fiir alle Werte von yt, die 
durcb 3 teilbar sind, %: n eine ganze Zabl, die dritten, neunten, 
fiinfzebnten usf. Oberwellen sind in alien drei Spannungen stets 
gleicbgericbtet. Fiir a; = 2, 4, ... wird 

(a;7i—l) = 5,11,17... 

(a; 7^4-1) = 7,13,19... 

Die Oberwellen der ersten Reibe bilden symmetriscbe Mebrpbasen- 
systeme mit vertauscbter Reibenfolge der Pbasen, die der zweiten 
Reibe solcber mit gleicber Reibenfolge wie bei den Grundwellen. 

Die Linieuspannung ist bei Sternscbaltung des Generators die 
Differenz zweier anfeinanderfolgender Pbasenspannungen. 

Bei der Bildung der Differenz fallen die gleicbphasigen Ober¬ 
wellen fort, beim Dreipbasensystem also alle Oberwellen, deren 
Ordnung yc durcb 3 teilbar ist, die dritten, neunten usf. Fiir die 
fiinften, siebenten, elften usf. Oberwellen ist wie fiir die Grundwellen 

die verkettete Spannung 2sin —= V3mal so groB wie die unver- 

kettete Spannung. 

Die Spannungskurve der verketteten Spannung eines Generators 
mit Sternscbaltung bat daber eine ganz andere Kurvenform als die 
Kurve der unverketteten Spannung. Fig. 103 zeigt die Pbasen- 
spannung und die Linienspannung eines Generators. 
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Das Verhaltnis der Effektivwerte der Linienspannung und der 
Phasenspannung ist 

Pi y^ V^x^+n^ + -P/ + --- 
P V'P,2_^P3^+P5" 

Kommen Oberwellen von 3, 9, ... facher Periodenzahl in der 
Phasenspannung vor, so ist dieses Verhaltnis Meiner als VS. 

Durch die Sonderstellung, die die dritten Oberwellen beim Drei- 
phasensystem einnehmen, sind eine Anzahl von praktisch wichtigen 
Erscheinungen zu erklaren. Da die dritten Oberwellen stets gleich- 
gerichtet sind, konnen sie bei einem Generator mit Sternschaltung 
ohne NuUeiter nicht zur Wirkung kommen, da sie, wie gezeigt, in 

Sind die Stromverbraucher ebenfalls 
in Stern geschaltet, so, besteht zwi- 
schen dem Nullpunkt des Generators 
und dem der Belastung auch bei 
vollstandiger Symmetrie eine Span- 
nung von 3 facher Periodenzahl (und 
den evtl. dariiber gelagerten Ober¬ 
wellen von 9 facher usw. Perioden¬ 
zahl), die gleich der Summe dieser 
in den 3 Phasen gleichgerichteten 
Wellen ist. 

Ist der neutrale Punkt des 
Generators geerdet, der der Be¬ 
lastung nicht, so besteht zwischem 
diesem und Erde die Spannung 
der dritten Oberwellen, die bei Hochspannungsgeneratoren groB 
werden kann, so daB die Beriihrung des Nullpunktes gefahrlich 
wird. Man erdet mitunter auch den Nullpunkt der Transformatoren. 
In den Erdleitern oder in einem gegebenenfalls vorhandenen Null- 
leiter flieBt stets ein Strom von 3 facher usw. Periodenzahl, der 
Nulleiter ist auch bei gleicher Belastung der Phasen nicht mehr 
stromlos. Man erdet iiber Drosselspulen oder iiber Widerstande. 

Bei Dreieckschaltung des Generators addieren sich die dritten 
Oberwellen der Spannung zu einer Besultierenden von drei- 
facher Amplitude und ergeben einen Ausgleichstrom, der fast un- 
abhangig von der Belastung ist. Die Wicklung ist, auch wenn 
keine* auBere Belastung angeschlossen ist, nicht stromlos. Offnet 
man das Dreieck, so kann die Spannung der Oberwellen fiir sich 
gemessen werden. 

Die inneren Strome von dreifacher Periodenzahl bedingen zu- 
satzliche Verluste in der Wicklung und erhohte Erwarmung, man 
schaltet daher Dreiphasengeneratoren selten in Dreieck. 


der Linienspannung fortfallen. 




Fig 103. 
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51. Messung der Leistung von Mehrphasenstromen. 

Bei gleicher Belastung aller Phasen eines symmetrischen Mehr- 
phasensystems geniigt es, die Leistung einer Phase zu messen und 
sie mit der Phasenzahl zu multiplizieren. Fig. 104 zeigt die Schal- 
tung fiir eine Dreiphasensternechaltung. Die Stromspule des Watt¬ 
meters ist in eine Leitung geschaltet, die Spannungsspule zwischen 
diese Leitung und den Sternpunkt. Ebenso kann man bei einer 
Dreieckschaltung die Stromspule in eine Dreieckseite und die 
Spannungsspule zwischen die zugehorigen Knotenpunkte des Drei- 
ecks schalten. Oft verwendet man einen kiinstlichen Nullpunkt 
(s. Fig. 105) und gleicht die Widerstande so ab, daB der Widerstand 
der Spannungsspule mit ihrem Vorschaltwiderstand ebenso groB ist 
wie die Widerstande der beiden anderen Zweige. 



Fig. 104. Fig. 105. 


Bei ungleicher Belastung brauchen allgemein nur (m — l) 
Leistungsmesser verwendet zu werden, wenn m die Zahl der Lei- 
tungen ist. 

Bei einem Dreiphasensystem ohne Nulleiter geniigen also 
2 Leistungsmesser. Es ist 


und 

+ h + ^‘3 = 05 

daher auch 

^fi = {Vi—T^h+{V-—Vi)h - . . . (134) 
Bei dieser Leistungsmessung, die von Aron und von Behn- 



Leitung geschaltet und die Spannungsspulen zwischen diese Leitung 
und die dritte. Gl. 134 gilt fiir die Momentanwerte also ganz unab- 
hangig von der Kurvenform. 
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Fiir die Effektivwerte einwelliger Strome gilt das Vektordiagram 
Fig. 107 dieser Schaltung. 

und sind die gemessenen Strome, die um 9 ?^ bzw. 
gegen und verzogert seien. Die gemessenen Linienspannung^^ 
sind —Pj als Differenz von P^ und P 3 und P^ als Differenz voxx 
P 2 und P 3 . Es eilt nun —P^ gegen um (30^— cp^ nach, \xxxA 

Daher zeigen die Leistungsmes30X* 

folgende Leistungen an: 

Njr = e^S ((p^ 30^) , ( 9^2 “h 30 ^), 

worin P^=P^ — -\/^P ist. 

1st 9?.2=30^, so zeigt der zweite Leistungsmesser die Leistixnjg’ 
Null an, sein Ausschlag kehrt sich um, wenn (p^ groBer als BO^wincdL- 
Bei gleicher Belastung aller Phasen ist 

Nj- -f- Njj- = 1/3 PJ [cos {(p — 30®) -j- cos (cp -[- 30®)] 

= 3 PJ cos 99 , 

die DifPerenz der Leistungen ist dagegen 

Nj- — — PJ 2 sin 99 sin 30® 

= Vs PJ sin (p . 

Durch Division der beiden Gleicbungen wird 

tg<p = V3-^^j^ .(135) 

Bei gleicher Belastung kann die Phasenverschiebung bei eixi— 
welligen Stromen direkt aus den Ausschlagen der LeistungsmesKor* 
ohne Strom und Spannungsmesser nach Gl. 135 berechnet werdeii. 

Bei gleicher Belastung der drei Phasen genugt nach E. Pri o m & 
ein Leistungsmesser, mit dem zwei Messungen auszufiihren sind. J> i o 
Stromspule bleibt bei beiden Messungen in derselben Leitung, <3,io 
Spannungsspule wird nacheinander zwischen diese Leitung und die's 
beiden anderen geschaltet. Die beiden gemessenen Leistungen siiid., 
wenn die Stromspule z. B. mifit: 

Nj = (— P,) cos (<p, — 30 “), = cos ( 9 P, + 30 «), 

woraus man fiir gleiche Belastung und symmetrische Spannung€»ni 
wieder die soeben abgeleiteten Beziehungen erhalt. 

Dreipbasensystem mit Nulleiter^). Hier sind drei LeistiixiLg:a^ 
messer erforderlich. Es ist 

und 

* 1 + 4 + 4 +* 0 = 0 - 

Setzt man aus der zweiten Gleichung in die erste ein, hcj 
erhalt man ’ 

_ = + — . (13 5 ) 


’) s. Orlioh, ETZ 1907, S. 71. 
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Hierin sind — p^ die Spannungen der 

AuBenleiter gegen den Nulleiter, die zur Abkiirzung mit p^^^ p^^ 

bezeichnet werden mogen, so da6 wir erhalten 

^P» = 2’io\+?’9o4 + ?>3o^ 3.(135 a) 

Die meisten Zahlerkonstruktionen fur Dreiphasensysteme mit 
Nulleiter verwenden die Linienspannungen. Diese erhalten wir durck 
die Beziehung 

Pa==% 0 —Pso] 

Pi~Pso }■.(133) 

Pc = Pio—P^ol 

Die Summe bei Verwendung eines Nulleiters 

von Null verschieden, und zwar nicht nur bei unsymmetrischer Be- 
lastung sondern auch bei symmetrischer Belastung, weil die Ober- 
wellen von 3, 9, . .. facher Periodenzahl flieBen konnen. Setzt man 


2 ^ 10 + 2 ^ 20 +. 

so erhalt man aus Gl. 136 und 137 

PlO=liPc — Pb + ^P) ' 

P,o=liPa-Po + ^P)\ .(138) 

Pi^=l(jPb—Pa-\-^P) . 


Setzt man in die Leistungsgleicbung 135 a 
\= -(% + ^3 + ^o)> 

SO wird 

S'pi= Pio)'i + (Pso — Pio) h — Pio \ 

Oder, wenn man die Linienspannungen nach GL 136 einfiibrt, 

^pi = Pbh—PoS—Pio\ .(139) 

Diese Gleicbung, die durch zyklische Vertauschung zwei weitere 
analoge ergibt, bietet noch keine Vorteile gegeniiber der Messung 
nach Gl. 135, weil 3 Zahlersysteme erforderlich sind, bei denen je 
eine Spannungsspule und eine Stromspule zusammenwirken. 

Die Zahl der Systeme laBt sich aber auf 2 reduzieren, wenn 
man bei jedem System mehrere Spannungsspulen oder auch mehrere 
Stromspulen zusammenwirken laBt. Dies ergibt die folgenden Mog- 
lichkeiten. 

Setzt man in GL 139 fiir p^^ den Wert aus GL 138 ein, so wird 
^pi=^Ph{h + ¥o) — Pc{S + \\)~¥o^P ■ • (140) 
Addiert und subtrahiert man hierzu Pq\j so erhalt man 

^pi = {Pi—P^{\ + ¥o) + Pc{h — i-) — \\^P • ( 141 ) 
Addiert man zu GL 139 die durch zyklische Vertauschung erhaltene 

^pi = Pch— Pah — P.J0 h 
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und setzt fiir und die Werte aus GL 138 ein, so ergibt sich 

— — • (142) 

Setzt man ferner die Werte aus Gl. 138 in Gl. 135a ein, so wird 
3 2 ’pi = 4 2 J(,) + (p^~ pj + ig (pi,— pj — io^Jp, 

Oder nach Addition und Subtraktion von 

3 2pi = — is){p~ p^) + is — h) (Pa — Pc) — ^o^P- ( 143 ) 


Die GL 140—143 stellen, wenn man von dem Glied mit Zp 
absiebt, MeBanordnungen mit 2 Systemen dar, bei denen je 1 oder 
2 Spannungsspulen mit 2 Stromspulen zusammenwirken. 



Fig. 108. 


Das Glied mit Sp gibt den Feh- 
ler an. Man kann Zp messeii, wenn 
man (nacb Fig. 1’08) durch drei gleiche 
Widerstande q zwischen den AuBen- 
leitern einen klinstlicben Nullpunkt 
berstellt und ihn durch einen Span- 
nungsmesser vom Widerstand mit 
dem Nullpunkt der Belastung ver- 


bindet. 


Sind ^3 die Strome in den 3 Widerstanden, j der Strom 


im Spannungsmesser, so ist 


PlO=hQ-+^Qg 


Pm=hQ + ')e9 
Pio^h8-h?Qg> 

daher 

2Jp = {e-i-3Qg}j. 

p _l__ ^ 0 

Der AusscMag des Spannungsmessers ist daher mit l-U:.? 
zu multiplizieren, um die Spannung Zp z\i erhalten. ^9 

Schaltet man in gleicher Weise die Spannungsspule eines 
Leistungsmessers, dessen Stromspule von durchflossen ist, so kann 
das Fehlerglied in Gl. 140—143 gemessen werden. 
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Stromkreise mit gegenseitiger Induktion. 

52. Gegenseitige Induktion zweier Stromkreise. — 53. Streimng. — 54, Der 
Lufttransformator. — 55. Stromkreise mit induktiv verketteten Systemen. — 
56. Gegenseitige Induktion mehrphasiger Stromkreise. — 57. Die Stromver- 
teilung in massiven Leitern. 

52. Gegenseitige Induktion zweier Stromkreise. 

Liegen zwei geschlossene Stromkreise einander benachbart, 
wie Fig. 109 fiir zwei einfacbe Leiterschleifen zeigt, so ist der In- 
duktionsfluB des einen auch teilweise mit dem anderen verkettet. 
Die Anderung des Stromes eines Kreises bedingt Induktionswirkungen 
nicht nur in ihm selbst, sondern auch im benachbarten Stromkreis, 
eine Erscheinung, die als gegenseitige Induktion bezeiohnet wird. 

Fiihren beide Kreise Strom, so stellt sich ein Feld ein, das aus 
der Summenwirkung beider Strome resultiert. 

Die magnetisohe Energie des Feldes zweier strom- 
fiihrender Kreise. 

Die Energie des magnetischen Feldes ist nach Gl. 16 S. 12 

.( 16 ) 

In einem beliebigen Punkt seien die von den Stromen 
und 4*2 der beiden Kreise herriihrenden Feldstarken und Sie 
haben im allgemeinen verschiedene Richtung und mogen einen 
Winkel a miteinander bilden. Dann ist die resultierende Feldstarke 

-1~ §2^ "j“ 2 ^ * 

Mit diesem Wert zerfallt der Ausdruck 16 fiir die Energie in drei Teile 

= I / ist nur von , 

J ist nur von 

VU _ C Ck CSv ic(+- TTAn 0 nnd -j si.KTifi.nori(T 
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Nach S. 12 ist 

worin und die Induktivitaten der beiden Stromkreise sind. 
Den dritten Teil konnen wir wie folgt deuten. Die vom Strom 
berriihrenden und von ihm durchfluteten Induktionsrohren sind 
(s. Fig. 109) zum Teil mit verkettet. Fiir eine solcbe Bahre 
ist der konstante FluB 


Daber wird fiir eine solche Bohre 

Qosads. 


Nach. dem DurcMutungsgesetz ist hierin 






cos«< 

0 


sofern diese Bohre umschlingt, andern- 
falls Null. Im ersten Fall ist 

Erstreckt man daher die Integra¬ 
tion nur iiber die Bohren, die mit 
verkettet sind, so wird 


Fig. 109. 






worin der InduktionsfluB ist, den 
der Strom durch die Flache des Stromkreises 2 sendet. Man setzt 






w, 


- 


.( 144 ) 

^1^*2-^12.(145) 


Geht man vom Strom ^ so findet man analog den FluB, 
den 4*2 durch den Stromkreis 1 sendet, 

^ 2 i~h^ii .(144 a) 

H ^ 2 ‘^ 2 i •••••*• (145 a) 

Da die Energie in beiden Fallen dieselbe ist, wird 

= . (146) 

M heiBt der gegenseitige Induktionskoeffizient Oder die 
Wechselinduktivitat der beiden Stromkreise, — die 

wechselseitige magnetische Energie. Die gesamte magnetische Energie 
zweier stromfiihrender Elreise ist daher 

= + .... (147) 

Sie setzt sich zusammen aus den Eigenenergien der Felder jedes 
Stromkreises und die ebenso groB sind, wie wenn 

der andere nicht vorhanden ware, und der weohselseitigen Energie 
ixSM. 
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M hat, wie aus der Ableitung folgt, dieselbe Dimension wie L 
und wird in Henry gemessen. M ist auch nur als Konstante zu 
betrachten, wenn die Permeabilitat des Mediums unabhangig von 
der Induktion ist. 

M kann das positive oder negative Vorzeichen haben. Ordnen 
sich die Umlaufrichtung des Stromes eines Stromkreises und die 
Richtung des vom anderen Stromkreis durch ihn gesandten Flusses 
entsprechend einem Rechtssystem zu, so ist M positiv, sonst negativ. 


EMK der gegenseitigen Induktion. 

Andern sich die Strome und so andert sich die Energie 
des Feldes. Betrachten wir L^, und M als Konstante, sehen wir 
somit von einer Veranderung der gegenseitigen Lage und von einer 
Deformation der beiden Systeme ab, die eine Anderung von M bzw. L 
bedingen wiirden, so kann die Zu- oder Abnahme der Energie nur da- 
durch zustande kommen, daB elektrische Leistung den Stromkreisen 
zugefiihrt oder von ihnen abgegeben wird. Sie ist stets gleich dem 
Produkt aus dem Strom und einer Spannung. Nimmt die Energie in 
der Zeit dt um dW^ zu, so ist die den Stromkreisen zugefuhrte 
Leistung 



Die in den Klammern stehenden Ausdriicke, mit denen die 
Strome multipliziert werden, sind die zugefiihrten Spannungen, die 
den durch die Anderung des Flusses bedingten EMKen entgegen- 
gesetzt gleich sind. 

di 

Zu der EMK der Selbstinduktion —L™- tritt in jedem Strom¬ 
as 

di 

kreis die EMK der gegenseitigen Induktion — 


Stromkreis 1 von der Anderung des 
Stromes und umgekehrt herriihrt. 
Fur einen einweUigen Strom ist der 
di 

Effektivwert von M gleich J (joM und 
dt 

symbolisch durch j^coM dargestellt. 

B e i s p i e 1. Auf einem Leitungsmast 
seien zwei Doppelleitungen befestigt (s. 
Fig. 110), die eine A—B mag eine Ehraft- 
leitung, die andere CD eine Telephon- 
leitung sein. Es soli die gegenseitige 
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FlieBt durch den Leiter A der Strom 1 Amp., so ist die Feld- 
starke in einem Punkt P der Ebene durch CD 


sie ist, . da die Kraftlinien Kreise um A sind, senkrecht zur Ver- 
bindungslinie AP gerichtet, ihre Komponente senkrecht zur Ebene CD 
ist daher 


§ sint^ = - 


Der FluB durch ein Flachenelement von der Lange 1 cm und der 
Breite dx ist 

d W— ^inadx == dx • 10"^. 

Der Verschiebung des Punktes P um dx entspricht eine VergroBe- 
rung von q auf und von a auf a-\-da, Dabei ist 

dx sina — dQ^ 

daher 

Der ganze FluB durch die Langeneinheit der von den Leitern CD 
begrenzten Ebene wird somit fiir 1 Amp. 


2 In 10-^ 

Einen ebenso groBen FluB erzeugt der Strom 1 Amp. im Leiter B. 
Die Wechselinduktivitat wird somit fiir die Lange I cm 


if = 4Z.ln(^^jl0"® Henry .... (148) 

Mit den in Abb. 110 eingeschriebenen MaBen wird 

^^z= 78, —Jf = 4*nn|| 10“® = 1,47Henry. 

Die In&uktivitat der Doppelleitung AB ist hingegen (s. 8. 14) 

JD = 4 Z (in ^ + -i) 10-» = 21,3 Z • IQ-* Henry. 

L ist hier fast 15mal so groB wie If. Laufen die Leitungen auf 
10 km = 10® cm parallel, so induziert ein einwelliger Strom von 
100 Amp. bei 50 Perioden, der in der Hauptleitung flieBt, in der 
anderen eine effektive Spannung 

JcoM= 100 • 314 • 1,47 10“® = 46 Volt. 

Zur Vermeidung der dadurch hervorgerufenen Storungen sind die 
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53. Streuung. 

Der Strom eines Systemsbedingt in ihm selbst eine Anzahl 
Kraftlinienwindungen in dem anderen MJ^. Sie verhalten 

sich wie L^: M. Waren beide System© in gleicher Weise mit dem 
Flu6 des Stromes verkettet, so miiBten sich bei zwei Spulen die 
Kraftlinienwindungen wie die Windungszahlen und verhalten, 
es ware 

L^ :M = , 

analog L^: M = w^:w^^ 

somit — 

Da die System© raumlich nicht zusammenliegen, ist von dem 
FluB des einen Stromkreises nur ein Teil mit dem anderen ver¬ 
kettet. Man bezeichnet dies als Streuung. 

Es wird daher stets 

.(149) 

Als MaB fiir die Streuung setzt man 

. 

worin a 0 ist und als Streukoef fizient bezeichnet wird. 

Nur der wechselseitigen magnetischen ^nevgie J^ M entspricht 
eine Energieiibertragung von einem Stromkreis auf den anderen. Bei 
Maschinen und anderen Apparaten ist es daher zweckmaBig, sich den 
gesamten FluB zerlegt zu denken in einen beiden Stromkreisen ge- 
meinsamen, den HauptfluB, und die sog. Streufliisse. 

Nun ist aber von den beiden Stromkreisen gemeinsamen Kraft- 
linien allgemein nur ein Teil mit alien Windungen beider Stromkreise 
verkettet, der Best nur mit einem Teil, und zwar je nach der raum- 
lichen Anordnung der Spulen mit verschiedenen Teilen von beiden. 
Die Zerlegung in Haupt- und Streukraftlinien ist daher in vielen 
Fallen nicht eindeutig und kann in verschiedener Weise vorgenommen 
werden^). 

1. Zum HauptfluB sind zunachst die Kraffclinien zu zahlen, die 
mit alien Windungen beider Stromkreise verkettet sind. Ihre Durch- 
flutung ist 

Definiert man nun nach Rogowskials HauptfluB die Summe 
der Kraftlinien, die veischwindet, wenn 

Ji = Q 

gemacht wird, den Rest als Streufliisse, so ergibt sich, daB der Haupt- 
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fluB alle Kraftlinien umfaBt, die hierbei von gleick viel Ampe 
drahten beider Stromkreise durchflutet sind. 

Die gemeinsamen Kraftlinien, die von ungleiclien Amperedrah 
der beiden Stromkreise durchflutet sind, zahlen dann zu den Str 
fliissen. Sie heiBen nach Rogowski doppeltverkettete Streuflii 
im Gegensatz zu den reinen (oder einfach verketteten) Streufliiss 
die nur mit je einem Stromkreise verkettet sind. 

Die Kraftlinienwindungen der beiden Stromkreise sind allgem 

W,=J,L,+J,M. 

Macht man 

= — , 

so bleiben als Kraftlinienwindungen der Streufliisse 

, " \ .(i5i: 

7/1 or 

— und S,=L., -. . (152 

sind die Streuinduktivitaten der beiden Stromkreise. Sie koni 
beide positiv sein, es kann aber auch einer Null oder negativ werd 
Bei dieser Zerlegung werden somit die Anteile der beiden Stromkre 
an der gesamten Streuung verschieden groB. 

2. Die' Ungleichheit, die an sich willkiirlich erscheinen m 
verschwindet, wenn man die Zerlegung so vornimmt, daB die 
samten magnetischen Energien beider Stromkreise gleich groB werd 
Man hat somit zu setzen: 

I (i, +J,J,M) = i (h + 

Da hierin die wechselseitige Energie zu gleichen Teilen in jed 
Stromkreis vorkommt, werden die Eigenenergien gleichgesetzt. . 
HauptfluB wird die Summe der Kraftlinien definiert, die verschwinc 
wenn 

gemacht wird. Hiermit sind die Kraftlinienwindungen der Streuflii 



Die so definierten Streuinduktivitaten und sind wegen GL 1 
stets positiv. 
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Diese zweite Zerlegung hat ihrerseits den Nachteil, daB oft ein 
Teil der mit alien Windungen beider Stromkreise verketteten In- 
duktionslinien zu den Streufliissen gezahlt wird. Diese Linien ver- 
schwinden, wenn J^w^ = —g^niacht wird. Dies wiirde bei 
der hier zugrunde gelegten Bedingung nur zutreffen, wenn 

ist. In diesem Fall decken sich beide Definitionen, er ist aber im 
allgemeinen nicht erfiillt. 


Fiir die gesamte Streuunga = 




LiL, 


ist die Art der Zerlegung 


natiirlich belanglos. 

Wei ter e oft verwendete Bezeichnungen sind 


njr 

-V. M ~ 


nr 

= M 


worin die Hopkinsonschen Streukoeffizienten heiOen. Damit 
wird Gl. 150 


Das Verbaltnis 






wird als Kopplungsfaktor bezeichnet. 


64. Der Lufttransformator. 

Fin Transformator dient zur Umsetzung von elektrischer Energie 
einer Spannung in solche einer anderen. Erbesitzt zwei Spulen, die sich 
gegenseitig induzieren und die ruhend zueinander angeordnet sind. 
Bei den niederen Frequenzen der Starkstromtechnik werden die 
Spulen zur Erzielung starker magnetischer Felder auf Eisenkerne 
gewickelt; in der Hochfrequenztechnik 
werden keine magnetischen Materialien 
verwendet. In diesem Falle sind L und 
M konstant. Wir beginnen mit dem 
Lufttransformator. In dem Schema Fig. 111. 

Fig. Ill sind die beiden Spulen mit 1 

und 2 bezeichnet. Die eine (1) ist an eine Wechselspannung an- 
geschlossen, sie heiBt kurz die primare Spule oder die Primarwick- 
lung, die andere (2) wird als sekundare bezeichnet, sie ist iiber 
einen Belastungswiderstand irgendwelcher Art geschlossen. Sind 
und die Strome, B^ die Widerstande, L^, die Induktivitaten 
der beiden Stromkreise, M die Wechselinduktivitat, so gelten fiir 


die beiden Stromkreise die Gleichungen 

+ .(«3) 

0 = .fl54') 
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Man sieht aus der zweiten Gleichung, daB, wenn der eine Str 
sich nach einer Sinusfunktion andert, bei konstanten Werten 'v 
i, M und R auch der andere einwellig ist. Man kann daher * 
Gleicbungen symbolisch. schreiben 

= + • • • . (153^ 

0 = .... (I54i 


Alls der zweiten Gleichung folgt das Verhaltnis der Strome n 
deren Phasenverschiebung d; es ist 

3l __ ^‘2 9 ^^2 


S 2 


jwM 


•^ 2 ^ _j_ j 


M 


coM ’ 


( 155 ; 


daher das Verhaltnis der Effektivwerte 


coM 


tgd = — 


coL^ ■ 


(166; 


Da tg(5 negativ ist, liegt d zwischen 90 und 180®. Setzt man c 
Wert fiir ^.us Gl. 156 in Gl. 153a ein, so wird 

= Sx [-Ri + (ii -4 . 

worm zur Abkiirzung gesetzt ist 

{coMf _ (J„ 


+ \J, 


(157 


(156 


Der sekundare Stromkreis wirkt also so auf den primaren zuru 
als ob sein Widerstand um vergroBert und seine Induktivi 

um verkleinert ware. Die Phasenverschiebung zwischen ] 

marer Spannung und Strom ist nach Gl. 157 


tg9^i = 


<o(L^—L.U^) 


Die Wirkspannung ist 

cos <p^ = (R^ + R^ A ^), 


. . (158 
. . (169 


die zugefiihrte Leistung 

cos cp^—J^^ (R^ A^) 

und nach Gl. 156 a 




(160 


Der primare Strom entnimmt dem Netz eine Leistung, von der ] 
ein Teil in dem Stromkreis als Stromwarme verbraucht wird j 
der andere Teil wird in dem sekundaren Stromkreis in Stromwai 
umgesetzt, sie wird von dem primaren Stromkreis auf den sek 
daren durch das gemeinsame magnetische Wechselfeld als Zwisch 
glied iibertragen. 
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Vektordiagramm. Die Gleickungen ermoglichen, fiir jede Be- 
lasfcung des sekundaren Kreises die Strome und ihre Phase 

fiir eine gegebene primare Klemmenspannung zu berechnen. Uber- 
sichtlich wird der Zusammenhang der verschiedenen GroJBen wieder 
durch das Vektordiagramm. Bevor wir dieses aufzeichnen, ist fol- 
gendes zu beriicksichtigen. Die EMKe J^coM und J^coL^, von denen 
die erste im sekundaren, die zweite im primaren Stromkreis induziert 
wird, verhalten sich nach S. 135 wie 

M :L^ = w,^ 

also abgesehen vom Streufaktor wie die Windungszahlen 
w^. Diese sind im allgemeinen sehr verschieden gro6, da der Zweck 
des Transformators ja ist, die Spannung umzuformen. Um die pri- 
maren und sekundaren Spannungen direkt miteinander vergleichen 
zu konnen, denkt man sich alle sekundaren Spannungen mit dem 
Verhaltnis w^:w^ multipliziert, d. h. auf die primare Windungszahl 
reduziert. Damit die Leistung unverandert bleibt, ist der sekundare 
Strom mit dem reziproken Verhaltnis, namlich w^:w^ zu multipli- 
zieren. Die GroBen und das Verhaltnis einer Spannung 

zum Strom ausdriicken, sind bei der Reduktion mit zu multi- 

plizieren, dagegen co M, die das 
Verhaltnis einer sekundaren 
Spannung zum primaren Strom, 

Oder einer primaren Spannung 
zum sekundaren Strom darstellt, 
mit . Durch diese Re¬ 

duktion andert sich an den 
Erscheinungen nichts. Im fol- 
genden werden stets die redu- 
zierten GroBen vorausgesetzt. 

In Fig. 112 ist 0A = EJ^ 
in Phase mitJj^ nndi AB = cdL um 90® dagegen voreilend. Ferner 
ist CB = (joMJ^, es ist daher 

AB = CBv^, 

Das liber OB konstruierte rechtwinklige Dreieck BGD hat nun 
nach Gl. 154 die Seiten BD = (dL^J^^ DC — J^E^, fallt daher 
in die Richtung DC, und der Winkel zwischen und ist der 
berechnete Winkel d. Es ist BE—coMJ^ und daher OE als geo- 
metrische Summe von OA — J^E^, AB — coL^J^ und BE co MJ^ 
nach GL 153 die primare Klemmenspannung die gegen um 
<p^ voreilt. 
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Spannungsdiagramm fiir induktionsfreie Belastung. 
Das Spannungsdiagramm zeigt, wie die Klemmenspannung zu ver- 
andern ist, wenn bei konstantem Strom die Belastung sich andert. 
Bei induktionsfreier Belastung ist lediglich die Induktivitat der 
sekundaren Wicklung, und es ist 

Andert sich nun so andert sich das rechtwinklige Dreieck 
BBC, dessen Seiten BJD—J^coL^ und DC = waren, derart, 

B D 

daB D sich auf dem Halbkreis iiber GB bewegt. Da nun BE — - 

also BD stels proportional ist, bewegt sich der Punkt E auf dem 
Kreis iiber BH^ worin 

BH:BC = BE:BD=^l:v,^ 

ist. Der Endpunkt des Vektors der primaren Spanniang bei kon¬ 
stantem Strom bewegt sich also auf dem Kreis BEE. 

Es ist tg[EHB) = ^^—. Ist E^==co, d. h. ist der sekundare 

Stromkreis unterbrochen, so liegt der Vektor der primaren Spannung 
in OB. Dieser Zustand heiBt der Leerlauf des Transformators, die 
primare Spule verhalt sich wie eine Drosselspule, die Leerlauf- 
spannung ist 

Ist der sekundare Stromkreis kurzgeschlossen, so ist E.^ nur 
gleich dem Eigenwiderstand der sekundaren Spule. Hierbei liegt der 
Vektor der Klemmenspannung in OK, und es ist 

BK:KE = BE:FC = coL,:E,. 

OK ist die Klemmenspannung bei KurzschluB. 

Das Diagramm zeigt die verschiedenen Streukoeffizienten. Es 


war 


daher ist 


ferner war 

AG:AB^{L^ — M):L^ = S^:L^, 


BE:BD = BH:BG = M:L, = l:v„ 

endlich ist 

HC:BC^{L,-M):L,=:E,:L„ 

AH 

AB~^ 

SB CBHB MM 

AB AB CB 


Messung der gesamten Streuung. 

Die Streuung vird mittels der beiden besonderen Punkte fur 
Leerlauf und KurzschluB wie folgt durch Messung ermittelt. 

Man miBt bei offenem sekundaren Kreis den Strom die 
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Spannung und die Leistung und tragt den Vektor der 

Spannung — unter dem Winkel q)^ gegen den Strom auf,. 
worin 

^10 

cos^o = y-p— 

^ 1 -^10 


ist, und fallt das Lot BA von B auf den Vektor des Stromes. 
Zweitens miBt man bei kurzgescblossenen sekundaren Klemmen den 
Strom Jj, die KurzschluBspannung P^^ und die Leistung und 

tragt P^^ = OK unter dem Winkel gegen auf, wobei 


cos 




Verbindet man B mit K und zieht KH senkrecht zu BK bis 
zum Schnitt H mit AB, so bat man wie gezeigt 

‘ AH:AB = a. 


Sind die Widerstande der beiden Wicklungen vernachlassigbar 
klein, so ist die Leerlaufspannung s^hr nahe gleicb AB und ebenso 
die KurzscbluBspannung gleicb AE, daber 



Das Stromdiagramm fiir induktionsfreie Belastung kann durcb 
Inversion aus dem Spannungsdiagramm abgeleitet werden, es ergibt 
nacb S. 39 wieder einen Kreis. Da dieses Diagramm in Kap. XII 
in allgemeinerer Form abgeleitet und diskutiert wird, sei darauf 
verwiesen. 


55. Stromkreise mit induktiv verketteten Systemen. 

Bei dem bebandelten Beispiel des Transformators waren die 
beiden magnetiscb verketteten Stromkreise elektriscb voneinander un- 
abhangig. In vielen Fallen sind induktiv verkettete Systeme aber 
aucb gleicbzeitig elektriscb verkettet, sei es, daB sie in Reibe oder 
parallel zueinander gescbaltet sind, sei es, daB sie einer Stromver- 
zweigung oder den Zweigen eines verketteten Mebrpbasensystems 
angeboren. In alien solcben Fallen ist auf das Vorzeichen der 
gegenseitigen Induktion M Riioksiebt zu nebmen. Beim Transfor- 
mator batten wir stillscbweigend M positiv angenommen, es ergab sich 
der sekundare Strom um weniger als 180^ gegen den primaren verzogert, 
wobei die Abweiebung von 180^ bei sebr kleinem Widerstand ver- 
schwindet. Dies bedeutet, daB der induzierte Strom dem erzeugenden 
Feld entgegenwirkt. Wir untersuchen einige einfacbe Falle der elek- 
triseben Verkettung. 
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1. Reihenschaltung. Zwei Spulen fiihren denselben Strom 
Je nachdem das gemeiosame Feld die Summe oder die Differenz 
der Einzelfelder ist, ist M positiv oder negativ zu setzen. (Gleich* 
sinnige Schaltung oder Gegenschaltung der Spulen.) Die eine Schal* 
tung erhalt man aus der anderen durch Umkehrung der Stromrichtun^ 
in einer der beiden Spulen. Hierauf beruht eine Messung dei 
gegenseitigen Induktion. Addieren sich die Felder, so ist die 
resultierende Induktivitat 

Kehrt man den Strom in einer Spule um, so wird 

—2if. 

Daker 

M = i{L'~ry 

Die Blindspannungen an den beiden Spulen sind 
bei der gleichsinnigen Scbaltung 

und 

bei der Gegenschaltung 

Jcd{L^ — M) und Jco(L, —if). 

Hierin kann eine der beiden Spannungen negativ werden. Be; 
gleichgeformten Spulen verhalten sich die L wie die Quadrate dei 
Windungszahlen, wahrend M je nach der GroBe der Streuung kleinei 
als y ~L^ L .2 ist. Sei z. B. 

— :JD.2 = 4:1, Jf = 1,75 

in beliebigen Einheiten, so wird {L.^ — M)== —0,75. Bei Gegen- 
schaltung ist in Spule 2 der Strom gegen die Spannung voreilend 
Gegen die ganze Spannung an beiden Spulen ist der Strom steb 
verzogert, da — 2 M stets positiv ist. 

2. Parallelschaltung. Beide Zweige haben dieselbe Span 

nung 

5)5 = S2(^2 + 7®^i,) + ?Si®^ J ■ ■ ■ 

WO M zunachst positiv eingesetzt ist. Das Verhaltnis der Strome 
wird daher 

^ j ^ (-^2 - 

32 -^1 + ? ««{Li — M) ■ 

a) Die Zweige seien gleich 

= = R, L^==L^ =X. 

Hier werden die Zweigstrome imter sich gleich, und je di( 

Halfte des Gesamtstromes. Jeder Zweig verhalt sich, als ob er der 
Widerstand R und die Induktivitat [L M) hatte, der resultierende 
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Sclieinwidersfcand ist die Halfte von dem jedes Zweiges. Bei posi- 
tivem M addieren sich die Felder, der Scheinwiderstand ist groJS, 
die Stromaufnahme fiir eine bestimmte Spannung klein, bei nega- 
tivem M heben sich die Felder bis auf die Streufelder auf, der 
Scheinwiderstand ist klein. 

b) Bei ungleichen Zweigen verteilt sich der Gesamtstrom zu 
ungleichen Teilen. Kann man die Widerstande vernachlassigen 

^ Q, 

so wird 

J, L, — M 

Fiir positives M kann hier das Stromverhaltnis negativ werden, die 
Teilstrome sind einander entgegengerichtet, der Gesamtstrom J hat 
die Bichtung des Zweigstromes mit der kleineren Induktivitat. 

Isb z. B. wieder 

L, 

so wird 

J^z= — = J^= — 0,5 f/. 

Die resultierende Induktivitat wird (fiir R — Q) 

L, 4-% — 2 M * 

Bei zwei ineinandergeschobenen Spulen, deren Windungsebenen 
gegeneinander verdreht werden konnen, Fig. 113, erhalt man fiir 
jeden Verdrehungswinkel zwischen 0 und 180^ einen anderen Wert 
von M zwischen M und —Jf. Bei 90^ ist die gegenseitige In- 
duktion Null. Durch Reihenschaltung oder Parallelschal- 
tung der Spulen erhalt man 2 Bereiche mit in weiten 
Grenzen stetig veranderlicher Induktivitat. Derartige Va- 
riatoren der Selbstinduktion^ werden zu MeBzwecken und 
zum Abstimmen von Schwingungskreisen verwendet. Aus 
den Beziehungen fiir die Reihenschaltung und die Parallel- 
schaltung findet man, daB die Bereiche sich aneinander anschlieBen, 
wenn 

L.X, — = {L^ +1^2 — 2 

gemacht wird. Ist z. B. 

L^: M :L^ — b : 2,6 : 2 , 

so ergibt die Reihenschaltung den Bereich von 12,2 bis 1,8 die 
Parallelschaltung von 1,8 bis 0,147. 

c) Sind die Widerstande nicht zu vernachlassigen, so ist die 
Phasenverschiebung zwischen den Zweigstromen bei ungleichen Zweigen 
kleiner als 180^. Der resultierende FluB, der der Summe der 



s. M. Wien. Ann. d. Phva. 1896. 57. S. 249. H. Hausrath, Zschr. 1 
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Durchflutungen der parallelen Zweige proportional ist, liat dann bei 
ungleichen Windungszahlen eine andere Phase als der resultierende 
Strom. Man macht hiervon mitunter bei Maschinen zur Erzeugung 
einer bestimmten Phasenverschiebung zwischen dem Strom und 
seinem Feld Gebrauch (Wendefeld von Wechselstrommotoren). In 
anderen Fallen ist die ungleiche Verteilung der Strome schadlich^ 
weil die Stromwarme viel groBer ist, als bei gleicher Stromverteilung^ 
Oft unterteilt man in Maschinen und Transformatoren Spulen fiir 
hohe Stromstarken in parallele Spulen; bei diesen sind die Win¬ 
dungszahlen und Widerstande gleichgroB, M ist positiv. Infolge ver- 
schiedener Lage gegeniiber dem Eisen, z. B. in Ankernuten konnen die 
L sehr verschieden werden. Durch vollstandig symmetrische An- 
ordnung ist dafiir zu sorgen, daB nur Spulen gleicher Induktivitat 
parallel geschaltet werden. 

3, Stromverzweigungen. Als Beispiel untersuchen wir die 
Schaltung Fig. 114. Die sekundare Spule eines Transformators liegt 
parallel zu einer Drosselspule z^, die in Beihe mit der primaren 
Spule des Transformators liegt. Der Strom in der Drosselspule 
ist die Summe des primaren und des sekundaren Transformator- 

stromes und . Ist die Schaltung so 
getroffen, daB J,^ in dem auBeren Stromkreis 
entgegengerichtet ist und das Windungs 
verhaltnis so gewahlt, daB ist, so- 

Pig. 114. erhalt man das auf den ersten Blick befrem- 

dende Ergebnis, daB die Strome in der 
Reihenschaltung von primarer Transformatorspule und von Drossel¬ 
spule in nahezu entgegengesetzter Bichtung llieBen konnen. 

Bechnen wir und positiv in Bichtung nach dem Knoten- 
punkt K, e /3 positiv von dem Knotenpunkt fort, so muB fiir diesen 
Fall das Verhaltnis eine negative Zahl ergeben. Fiir den 

Sekundarkreis ist nach dem zweiten Kirchhoffschen Satz 

? 3i ^ "f* 3a {^‘2 "4~ i -|~ Sa ("^3 j (^Ls) ~ 

Fiir den Knotenpunkt 

Multipliziert man die zweite Gleichung mit ^ und 

subtrahiert von der ersten, so fallt es wird 

^ =_=:^ — Lj,) —-Ra 

* ^ j CO (Lj + £2) -|- (iJj -j- iJj) 

Sind die Widerstande klein und M^L^, d. h. so- 

nahert sich der Ausdruck dem Wert —Ist hingegen 

■^3 +-^2 

MCL^, 

Ij JM[ 

so erhalt man den positiven Ausdruck - und endlich wenn 

-^ 3 +A 
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die Klemmen der sekundaren Transformatorwicklung vertauscht 
werden, wobei M negativ wird, . In den beiden letzten Fallen 

X/g “T -^2 

ist Jg mit nabezu gleichgericbtet. Im ersten Fall ist die Netz- 
spannung die Differenz der Teilspannungen an Transformator und 
Drosselspule, im zweiten die Summe. 

Als zweites Beispiel sei die Mes- 
snng der gegenseitigen Induktion 
zweier Spulen in der Briicke Fig. 115 
angefuhrt. 

Damit das Galvanometer nicht 
ausscblagt, mu6 

5 ^*4 = '^3 

sein. Sind die Spulen so geschaltet, 
da6 im Stromzweig 1 die EMK der 

gegenseitigen Induktion des unverzweigten Stromes (^ 1 +^* 3 ) 

EMK der Selbstinduktion des Stromes entgegengerichtet ist, so 
sind die Bedingungen dafiir, da6 keine Spannung am Galvanometer 
besteht: 

J CO-M (3i + + Si= Ss-^s • • -(163) 

und 

= .(164) 

Die erste Bedingung zerfallt in die beiden Teile 

= . 

und 

jcoii3i=J"-^(Si + 33) • • • .(163b) 
Gl. 164 und 163a ergeben 

= .(165) 

wie fiir Gleichstrom, dann ist 

Der Wert fiir 3g in Gl. 163b eingesetzt, gibt 

^ ^3 _ ^4 _.(166) 

Lx ^2 + -^4 

56. Gegenseitige Induktion mekrphasiger Stromkreise. 

Sind die drei Stromkreise eines Dreiphasensystems magnetisch 
miteinander verkettet, und sind die Strome ig, *3> die Spannungen 
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-L ^ 4-If ^ 
" dt ^ dt 


P. = i.R.+L,^+Mj- 


■h +-^3 


worin nach Seite 130 Gl. 146 stets 


•^12=^21 = 


-^23 ”^32 ’ 


1st das System vollstandig symmetrisch 


= Zrg ==L 


- ilf 23 -^31 


und ist die Bedingung 


h + % — ^ 


erfiillt, so wird aus Gl. 167 








Die drei Stromkreise verhalten sick, so, als ob jeder allein 
handen ware und eine Induktivitat (L — M) batte. Der resultiere] 
magnetische FluB, der jeden Stromkreis durchsetzt, ist mit c 
Strom dieses Kreises pbasengleicb. Die Gleichungen gelten fiir 
Momentanwerte, daber unabbaiigig von der Kurvenform des Stron 
b) Ist das System unsymmetriscb angeordnet, d. b. sind die 
voneinander verscbieden, so ist bei Abwesenbeit eines Nulleiters 

h + h + 4 = 0 

stets erfiillt. Dann ist aber der magnetiscb© FluB eines Stromkre] 
nicbt mebr in Phase mit dem Strom dieses Kreises. Ist z. B. 

Ari2>^i3» 

so setzen wir 


Die Blindspaiinung des Stromes wird nach der ersten 
drei GL 167 


4?- 

^ dt 




(L-M, 


Bei einwelligen Stromen ist diese Spannung nicbt mebr um 


gegen 4 verscboben, weil das Glied m-— binzutritt, das um 

dt 
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gegen voreilt, also gegen urn 30^ verzogert ist. Die Spaimung 
ist z. T. in Phase mit dem Strom, d. h. die Stromkreise iibertragen 
eine Leistung aufeinander. Diese Erscheinung hat Blond el als 
„schiefwinklige“ R-eaktanz bezeichnet und bei Wechselstromleitungen 
eingehend untersucht^). 

Betrachten wir eine Dreiphasenleitung, die kurz sei nnd deren 
Kapazitat vernachlassigt werde. Die Leitung besteht aus 3 Drahten. 
Fiigt man als vierten Leiter die Erde hinzu, so ist diese stromlos, 
wenn Gl. 168 erfiillt ist. Es sind dann 3 Schleifen vorhanden, die 
aus je einem Draht und Erde gebildet werden, deren Induktivitaten 

L^, L^, deren Widerstande R^ und deren Wechselinduk- 

tivitaten sind. Diese drei Schleifen superponieren wir. 

Die Spannungen am Anfang der Leitung sollen mit dem Index I, 
die am Ende mit II bezeichnet werden. 

Dann werden die Gl. 167 


{Vxi—Piii)-- 

(iPs / Vi //)' 


di, 




^ dt 
di 


tb- j^M 

12 


h \ +-^8 'J7 + -^13 -77+-^! 


^'dt 


^ dt 


dt 
di^ 
> dt 


(167 a) 


Bei einwelligen Stromen konnen diese Gleichungen fiir beliebige 
Stromverteilung im Vektordiagramm dargestellt und daraus die 
Anderungen der Phasenspannungen ermittelt werden. Eiir den be- 
sonderen Fall der symmetrischen Stromverteilung einwelliger Strome 
setzen wir symbolisch 

^2 = 3. = Si ^3 = S 3 = Si 

ferner sei 

JSj = J ?2 = R^ = R , 

so wird 


240 
— ,*120 


/ - ?i= Sx + ?■ ii 3i + ?■ ® ^ 21 e + j CO S, e-J 

('1^2 , — $2 //) = S2 ^-2 3 a +/ to ^12 3 a + ? to -J^sa 3 a e 

(?3 7 — ^3 7 l) = 38 / to 38 + ) to ^IZ Ss + ?■ to ^3 6^ 

Oder, da 

4-91200 « , 

:cos 120^+^'sin 


4-/240® 

g— = COS 240° + ; sin 

(5Pl7-^177) = 3l[«f I 

+ 9to3i[4 

■^a77) = 3a[^: + l 
+ 9to33[l'a 

■ ^3 7/) ~ Ss ~ i 

+ 9 to ^3 


i^zr 

(5^37- 


120 ° = —| + ?§V3, 
2400 = —| + j|V3, 

V 3 CO — M )] 
-|(^ai + ^3i)J 
V~s CO (ilfgj — 

-j(^ia+^ 8 a)] 

V 3 CO (-3^23 -^is)] 

-KAfis + ^as)] 


Eel. ^lectrique 1906. 

Fraenckel, Wechselstrome. 2. Aufl. 


(170) 


10 
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Die Blindspannungen sind durch. die zweiten Glieder bestimmi 
Die Wirkspannung jeder Phase enthalt ein zusatzliches Glied, da 
von der gegenseitigen Induktion der beiden andern Schleifen herriihrl 
und der Leistungsiibertragung zwischen den Schleifen entspricht. Di 
Summe dieser Leistungen ist Null, die Leistung schwingt zwische] 
den 3 Leitungen, nach auBen ist die Schwingung ausgeglichen. 

Bei Leitungen, die symmetrisch zueinander liegen und sehr wei 
von Erde entfernt sind, sind die drei M einander gleich, dann gelte: 
die Gl. 169. 

_ Sind dagegen die 3 Leitungen in eine 

d) d) Ebene in gleichem Abstand von Erde ange 

ordnet (s. Fig. 116), so ist aus Symmetrie 
Fig. 116. griinden 


und 


AT. 






--M. 


31 • 


12 '"’^32 ’ 

Hiermit werden Gl. 170 

. - ?i J = Si [iiJ + i V 3 CO (M- M,,)] 

+CO 3^ [Li ~ I 4- M^g)] 
(?^-2 j ^2 //) S 2 ^ “1“ / ^ S 2 [-^2 ^^ 12 ] 


(^3.- 


■ ^3 J = S 3 [^ - i V 3 O) - M )] 
-f-:? CO $53 [X3 — I (Af^3 4 ” -^23)1 


(171) 


Es ist — -^ 13 ) FluB, den der Strom 1 im Leiter : 
durch die aus den Leitern 2 —3 gebildete Schleife sendet, analog 


1—3 


— -^ 12 ) FluB des Leiters 1 durch die Schleife 1—2 
(Lj » jy yy » » yy yy yy 

usf. Nach S. 132 wird fiir eine Leitungslange I km 

— Jf^g) = (M 32 — Mg^) = 2 Zln 2 • 10"'^ Henry 
und nach S. 14 


(4 — M, J = (L, — M,,) =■ (Lg - Mg,) = Z 2 In - + 0,5 10"^ Henr 


D 


(4-^X3)==(4-^1s) = 


2D 


: Z ( 2 In - 4 ] 10 ^ Henry. 

Cl 


Hiermit wild die resultierendeinduktivitat des inneren Leiters (2 


D 


L^ — ll 2 hi -4OjS] 10 ^Henry 


und fiir die beiden auBeren Leiter (l und 3) 


D 


: Z [ 2 In- 4 ^ “j“ 0,5 j 10 


D 


: Z [ 2 In 4- 1,193 j 10“^ Henry . 


Die scheinbare VergroBerung bzw. Verkleinerung des Ohmschei 
Widerstandes in den beiden auBeren Leitern ist 

= I Vs O) 2 Hn 2 • 10 -^ = CO Z 1,196 • 10 -* Ohm. 
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Der Spannungsabfall in den drei Leitungen ist verschieden. 
Bilden die Spannungen am Anfang der Leitung ein symmetrisches 
Dreiphasensystem, so ist dies am Ende der Leitung nicht mehr 
der Fall. 

Beispiel. Es sei i> = 100cm, a = 0,5 cm, 

L. 

== (2 In 200 + 0,5) 10"^ = 11,1 • 10"^ Henry/km 

== ^2 In 200 1,193) = 11.8 • 10“^ Henry/km. 

Der Untersckied betragt ca. 6®/^. 

Der Ohmsche Widerstand eines Leiters ist 


^ —JL 

I ~57 


1000 

78,5 


= 0,224 Ohm/km, 


der zusatzliche Widerstand der AuBenleiter bei 50 Perioden 

R 

-^ = + 314 • 1,196 • 10"^ = + 0,0375 Ohm/km, 


d. h. nahezu 17 ^/^ des Ohmschen Widerstandes. 

Die Unsymmetrien konnen dadurch aufgehoben werden, daB 
man die Leitungen in gewissen Abstanden verdrillt, um die auBeren 
Leiter mit dem inneren zu vertauscken. 

Besonders stark treten diese Unsymmetiien bei Bahnen auf 
die mit Dreiphasenstrom betrieben werden und bei denen zwei 
Leitungen als Oberleitung (Fabrdrahte) verlegt sind, wahrend die 
dritte durch die Schienen gebildet wird. 


57. Die Stromverteilung in massiven Leitern. 

Ein Gleichstrom verteilt sick im allgemeinen gleichmaBig iiber 
den Querschnitt des Leiters. Anders ist es bei Wechselstrom. Der 
Leiter gehort einem Stromsystem an, dessen magnetisches Wecbsel- 
feld auch den Leiter selbst durchsetzt. 

Die inneren und auBeren Stromfaden eines Leiters sind nicht 
mit der gleichen Zahl Induktionslinien verkettet, in den inneren 
StromfMen werden groBere EMKe induziert als in den auBeren, so 
daB im allgemeinen die Stromdichte im Innern des Leiters geringer 
ist als gegen den Rand hin, und die Phase des Stromes ist im 
Innern eine andere als am Rande. Diese Erscheinung der Verdrangung 
des Stromes nach der Oberflache bezeichnet man als Hautwirkung 
(Skineffekt), sie bedingt eine Erhohung des Stromwarmeverlustes 
gegeniiber der gleichmaBigen Stromverteilung iiber den Querschnitt. 

Ist di der Strom in einem Querschnittselement dq, so ist die 
Stromdichte in diesem Element 

di 
~dq * 


10* 
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pie Summiemng aller Stromelemente di iiber den Querschnitt q er- 
gibt den gesamten Strom 

2 

In einem Volumenelement vom Querschnitt dq und der Lange 1 cm 
ist, wenn q der spez. Widerstand des Leiters ist, die Stromwarme 
in jedem Augenblick 

5/ Q dq . 


Fiir einen einwelligen Strom sei 8^ die effektive Stromdichte in 
dem betrachteten Element, dann ist die mittlere Stromwarme 


und fiir den ganzen Querschnitt 

N = QS8^^dq: 

Bei gleichmaBiger Stromverteilung ware der Effektiv-werb der mittleren 
raumlichen Stromdichte 


und der Verlust Ng — QS'^q. 

-n . N 1 (S^^dq , . 

®-jf = -J .(172) 

^ a 

Driickt man in beiden Fallen den Verlust durch R aus, so 
sind bei gleichem effektiven Gesamtstrom J verschiedene Wider- 
stande R einzusetzen. Man spricht daher von einem Wechselstrom- 
widerstand R im Gegensatz zu dem mit Gleichstrom gemessenen 
Widerstand R^ und bezeichnet als Widerstandsverhaltnis 




1 fSJdq 

qj 


(172a) 


Als Beispiel moge eine ebene Kupferplatte betrachtefc werden, 
deren Flacbe grofi gegen ihre Dicke ist, und die von geraden 
parallelen Stromfaden durchflossen wird. Das zugehorige magnetische 
Feld bat iiberall dieselbe Ricbtung senkrecht zur Richtung der Sbrom- 
faden. Im AuBenraum sei das Feld auf der einen Seite homogen, 
auf der andern Null. 

Dieser Fall liegt angenahert vor bei parallelen Sammelschienen 
Oder bei Transformatoren, die mit rechteckigen Kupferschienen be- 
wickelt sind. 

Wir legen ein rechtwinkliges Koordinatensystem zugrunde 
(Fig. 117). Die Plattenflache, an der das magnetische Feld Null 
ist, liege in der Z 2^"Ebene, die Richtuno- FftldsfarlrA 
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Fiir ein schmales Rechteck mit den Seiten AB = GD=1, 
AD ~ B G = dy, setzen wir die magnetische Randspannung gleich 
der Durchflutung. (S isb der Vektor der Stromdichte. Da die An- 
teile der kurzen Seiten entgegengesetzt gleich sind, wird 




dy 


dy 

Fiir ein entsprechendes Recht¬ 
eck abed in der XF-Ebene mit 
den Seiten 1 und dy setzen wir 
die elektrische Umlaufspannung 
gleich dem magnetischen Schwund. 
In dem Leiter ist die elektrische 
Feldstarke (g = ©^, wenn q der 
spez. Widerstand ist. Da <B und 
(S sich in der X-Richtung nicht 
andern sollen, liefern die kurzen 
Seiten entgegengesetzt gleiche An- 
teile und es wird fiir einen unmag- 
netischen Leiter (/x = l) 




(173) 



(S’ 


1 1 


a® 

dy 


a© 

' 3«/ 


■/“o 

as 


dt 


(174) 


Fiir einen einwelligen Strom seien § und © die Effektivwerte 
Wir schreiben daher fiir den Differentialquotienten von § nach der 
Zeit symbolisch j co ^ 

= .(174a) 

Differentiiert man Gl. (174 a) nach dy und setzt Gl. (173) ein, so 
wird 


und ebenso 


dy^ 

dy 


■/©.(175) 




(175a) 


Setzt man zur Abkiirzung 

a Q 


dy^^' 


k^, so wird Gl. (175 a) 
.(1751)) 
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Diese Gleichung 'wird befriedigt durch den Ansatz 
dann ist 

I?--"*’ v““*' 

Setzt man diesen Wert in GL (l75b) ein, so wird 

z= 2 k‘^ j 


oj = + ^(1 


Die allgemeine Losung von GL (175 b) besteht daher aus zwei Teilen 
§ = + .(176) 

Fiir ^ = 0 sollte § = 0 sein, daher wird 

= — = % 

§ = SI [e^a+/) 2 / — e-*a+/)3/].(176 a) 

Aus GL (173) folgt 

0 = ^ (!+'■> S']. . (177) 

Der raumlicbe Mittelwert der effektiven Stromdichte, dessen Quadrat 
im Nenner von GL (172) vorkommt, wird nun, wenn d die Dicke 
der Platte bezeichnet, 

d 

= . . . (178) 

0 

Hierin kann die rechte Seite auf die Form 


(a -f- j V) 

gebraoht werden, das Quadrat des Effektiwertes ist dann 

^2 2,2 _ (^ _}_ j y ^ 

Man hat also die rechte Seite von GL (178) mit dem konjugierton 
Vektor zu multiplizieren, indem man -j- / durch — j ersetzt. Es wird: 






^Q^il+j)d _ ^-^kil+j)d'j ^Qh{l-9)d _ ^^jc{l^j)d'^ 


, ^ (^Q2Jcd ^-21cd _ ^2jkd _^ 

d’^ 


Hierin ist a der Modul von St und 


^2 Jc d 


—1~ e~ 


2Jcd 


daher 




Sof 2 kdy 

= ^{^o\2kd 


^2Jcd ^-j2Jcd 


COS 2kdj 
a 

cos2^c?). . . . (179) 


Im Zahler von GL (172) steht der raumliche Mittelwert der 
Quadrate der effektiven Stromdichten. Das Quadrat des Effektiv- 
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wertes der Stromdichte fiir einen Punkt im Abstand y von der 
A^-Ebene berechnet sich analog mittels GL (177). 

8^^ = F (1 -f j) (1 — j) -f e-Mi+o)y-^ [e^-Dv _|- . 

Durch ahnliche Umformung wie oben wird 

• Sy = 4 P ((Sof 2hy-^Q0^2hy). 

Der raumliche Mittelwert hiervon ist 

d 

1 

I i'. 

y 


d 


4/7^ 

8^^ dy= kd-\-sin 2 kd). . 


2 kd 


(180) 


Endlich erbalten wir 

d 

, E 1 CSy^d 

^ 0 


•-hd 


©in 2 Jed sin 2 led 
(S^of 2 Jed — cos 2 led' 


(181) 


Eiir kleine Wert© von 2 led kann man die Hyperbel- und Kreis- 
funktionen in Reihen entwickeln nnd erhalt die Naherungsformel 

, {2Jcdy 


Es war 


P: 


JAqCO 


Jc^ 


JUQ — 4:Jt 10 " 


180 


2 led- 


■■ndy- 


f 


, ^0 — ’ .-— y 

Fiir Knpfer ist ^ = 17* 10"^ Ohm cm^/cm, nnd fiir /’=50 
Perioden/sek 

k^ = l-^0^12d^ .(182) 

Fiir ein© Knpferplatt© von 1 cm Dick© ist also die Erhohung des 
Widerstandos 12^/^. 

Fiir groB© Wert© von 2 led werden ©in und (5^of ©inander gleich 
und groB® gogen di© Kreisfunktionen, dann ist 




1 / 2 7E G) 

y 


Der Widerstand wachst proportional der Wurzel aus der Frequenz. 

Fiir zylindrisch© Leiter^) ergibt di© Rechnnng Besselsch© Funk- 
tionen. Angenahert ist, wenn d der Durchmesser ist, 

fd^ 


E^ 


= 1 


48 ^ 2-10 


18 * 


W. Thomson, Electrician London Bd. 25, 1890, S. 510. ETZ 1890, 
S. 661. Stefan, Wiedem. Annalen Bd. 41, S. 400ff. 





Setzt man wieder fiir Knpfer q 
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17-10"'^ Ohmcm^/cm, so wird 
. ( 183 ) 

Fiir einen Draht von d = V2 cm wird fiir 50 Perioden/sek 

=1,007. 

Bei hohen Periodenzahlen wird dagegen 

k . L-. 

*.—*4- 2 \ e-io® 

Diese Gleichungen gelten nur, wenn keine Beeiiiflussung der 
Leiter durch benachbarte Felder erfolgt. 

Bei verseilten Kabeln^) z. B. findet eine gegenseitige Beoin- 
flussung statt, die groBte Stromdichte tritt an den einander zu- 
gewandten Teilen aiif. Eine einseitige Stromverdrangung tritt bei 
Staben in Ankernuten^) auf; am JSIutengrund ist das Feld am 
scbwachsten und die Stromfaden drangen sich nacli der Nutoffnung. 

Liegen in der Nut n in Reihe geschaltete Stabe liberoinandoi*, 
so ist nach Field und Emde^) fiir die ganze Nut 

k^ = cp(x)A, -r 


worm 


(p{x)-- 


(Sin 2x-\- sin 2 x 
(£of 2x — cos 2 X 
(Sin X — sin x 


■ 2 X 


Sof X -|- cos X 

. -\ / 2 71 IKX) V 

1' 

h ist die Hohe eines Stabes, h die Nutenbreite, V die Kupferbreite. 

Nach Rogo w ski^) gibt es eine kritische Hohe der Nutenstabe, 
die das Minimum der Verluste in der Nut darstellt. Fiir diese ist 


- 0,2 


G. Mie, Wiedemanns Annalen 1900, S. 201. 
tTber die Strom verdrangung bei zwei parallelen Flatten s, Cohn, Das 
elektromagnetische Feld, S. 465; bei parallelgeschalteten Flatten Schumanxi, 
E. u. M. 1913, Heft 30, 31; bei Spulen und Rollen, Sommerfeld, Annalen d. 
Fhysik 1904 und 1907; bei Litzen, Rogowski, Arch. f. El. Ill, 1914, H. 8/9, 
S. 264; IV, S. 66; VI, S. 304; VIII, S. 269. 

s. A. B. Field, Froc. of the American Institution of Electrical Engineers 
Bd. 24, 1905, S. 659; F. Emde, Elektrotechnik und Maschinenbau 1908, S. 703. 

Rogowski, Arch. f. El. II, S. 108. Weitere Arbeiten iiber Strom- 
verdrangung in Nuten Richter, Arch. f. El. Ill, S. 175; IV, S. 1; V, S. 1. 
Bei Kommutatormaschinen DreyfuB, Arch. f. EL III, S. 273. 
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Wechselstromkreise init Eisen. 


58. Der Erregerstrom. — 59. Verluste im Eisen. — 60. Die Vektordiagramme 
des Transformators. — 61. Das magnetische Feld einer Maschine mit verteiltem 
Eisen. — 62. Erzeugung eines Drehfeldes. — 68. Energieiibertragung durch das 
Drehfeld. — 64. Reihenschaltung eines Kondensators mit einer Drosselspule 

mit Eisen. 

58. Der Erregerstrom. 

1. Magnetisierung mit Gleichstrom. 

Bei Maschinen und Apparaten verlauft der magnetisclie Induk- 
tionsfluB der Hauptsache nach in Eisen. Die erste Aufgabe ist, zu 
einem gegebenen PluB, den Erregerstrom zu berechnen, wenn die 
Abmessungen des magnetischen Kreises gegeben sind. Da die 
Permeabilitat des Eisens nicht kon- 
stant ist, ist dabei die Magnetisie- 
rungskurve §8 = /* (§) zugrunde zu 
legen, die Pig. 118 fiir Dynamoblech 
zeigt. 

Die Peldstarke § wird dabei 
zweckmaBig in Amp./cm (oder Am¬ 
pere windungen/cm) aufgetragen. Da 
die praktische Einheit der Induk- 
tion (1 Voltsek./cm^) eine sehr groBe 
Einheit ist, rechnet man um hand- 
lichere Zahlen zu erhalten, mit dem 
10® Teil da von, d. i. der CGS-Einheit. 

Der Verlauf der .Induktionslinien im Eisen ist genau nur in 
wenigen Pallen bestimmbar. Bei dem gleichmaBig bewickelten Eisen- 
ring, Pig. 119, sind die Induktionslinien im Eisen konzentrische 

Kreise und es ist = Amp./cm. Tragt man zu jedem 

u Jt X 



Fig. 118. 
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kurve auf, so erhalt man die Verteilung der Induktion iibor die 




RingbreiteS unddenFluB fur den angenommenen 


Strom. 

1st die Breite h klein gegen D, so kann man die Induktion 
liber die Breite als konstant ansehen. Man erhalt dann zu jedem FluB 

die mittlere Induktion S3 = ^ {Q — Querschnitt des Eisens), ent- 

-nimmt der Magnetisierungskurve die zugehorige Feldstarke § und 

berechnet die magnetische Umlaut- 
spannung fiir den mittleren Kraft- 
linienweg Vq — nD ^ und die Durch- 
flutung Jw — Vq. 

Nach diesem angenaherten Ver- 
fahren berechnet man magnetische 
Kreise gewohnlich. Besitzt der Kreis 
verschiedene Teile von ungleichem 


p- JQ -3 


cdi 

— 


1 

L— 

^--J ' 




Querschnitt, s. Fig. 120, so ermittelt man zu dem FluB 0 die mittleren 
Induktionen der einzelnen Teile: 

0 0 

% = usf., 

berechnet die magnetische Spannung fiir jeden Teil fiir die mittlere 
Lange 

= §2 ^2 usf. 

Die Summe ergibt die Umlaufspannung 

^^o=F,+ F, + ...+ F„, 

womit die Durchflutung Jw gefunden ist. 

Bei einem Luftraum verbreitert sich der InduktionsfluB wie bei 
c in Fig. 120. Dies wirkt als VergroBerung des Querschnitts. Dort 
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wo die Erregerspulen liegen, schlieBt sich, wie bei a und 5, ein ge- 
ringer Teil des Flusses um die Spulen, ohne den ganzen magnetischen 
Kreis zu durchlaufen. Dieser StreufluB bewirkt eine Erhohung des 
Flusses im Kern innerhalb der Erregerspulen gegeniiber den iibrigen 
Teilen. 

Zur Aufnahme der Magnetisierungskurve verwendet man fiir 
Eisenstabe ein SchluBloch, fiir Bleche einen Ring nach Fig. 119 
oder haufig den Epsteinscben Apparat (s. S. 164), der aus Blechpaketen 
zu einem viereckigen Rahmen zusammengesetzt ist. Die Induktion 
wird mittels einer Priifspule ballistiscb oder mit Wechselstrom ge- 
messen. Aus dem Erregerstrom und der Windungszahl berechnet 
man die mittlere Umlaufspannung und die mittlere Feldstarke. 
Dabei sind fiir StoBfugen Korrekturen anzubringen. Die Messung 
der Teilspannungen fiir die Teile des magnetischen Kreises, an denen 
die Induktion ermittelt wird, ebenso die gesonderte Messung der 
Spannung an Luftraumen, StoBfugen, ist neuerdings durch den ma¬ 
gnetischen Spannungsmesser vonRogowski ermoglicht worden 
(s. Arch. f. El. I, Heft 4). 

2. Zyklische Magnetisierung. 

Wird das Eisen zyklisch magnetisiert, indem man die Feld¬ 
starke § allmahlich zwischen zwei gleichgroBen Grenzwerten von 
entgegengesetzter Richtung + verandert, so gehoren zu jedem 
zwischen den Grenzen liegenden Wer^ von § wegen der Remanenz 
des Eisens verschiedene Werte der Induktion 58, je nachdem der 
Wert von ^ bei aufsteigender oder bei absteigender Magnetisierung 
erreicht wird. 

Der Zusammenhang zwischen 58 und § fiir zyklische Magneti¬ 
sierung wird durch die Hysteresisschleife 
(Fig. 121) dargestellt. Bei steigender Magne- 
tisierang von — bis wird sielangs 

ABO D, bei abnehmender langs D E FA 
durchlaufen. Dem Wert § = 0 entspricht 
eine Induktion OF = OB, die als Rema¬ 
nenz bezeichnet wird. Um die Induktion Null 
herzustellen, ist eine Feldstarke 0 0 —OF 
erforderlich. Sie heiBt Koerzitivkraft. Die 
Induktion ist daher keine eindeutige Funktion 
der Feldstarke, sie hangt von der Remanenz 
ab, die bei der vorhergehenden Magneti¬ 
sierung zuriickgeblieben ist. Die Magnetisie¬ 
rungskurve (Fig. 118), die fiir § = 0 bei 58== 0 
beginnt, kann daher nur erhalten werden, wenn das Eisen zuvor 
voUstandig entmagnetisiert war. Sie heiBt die „]ungfrauliche Ma¬ 
gnetisierungskurve. 
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Jedem Wert von entspricht eine andere Hysteresisschleif 

und die Spitzen aller Hysteresisschleifen liegen auf der jungfrai 
lichen Kurve. 

3. Hysteresisarbeit. 

Einer Anderung der Induktion um entspricht nach Max we 

eine Zunahme der magnetischen Energie in- der Volumeneinheit m 
Bei Medien mit konstanter Permeabilitat ergibt sich hierai 
der wiederholt verwendete Ausdruck fiir den Energiegehalt d( 
Feldes (s. S. 12 ). Bei Eisen ist die Magnetisierungskurve zugrund 
zu legen. 

Wachst die Feldstarke von bis § 2 ’ Induktion von 5 
bis ©2 5 Energiezunahme fiir die Volumeneinheit 

/§i58. 



Flach© in Fig. 122 . Geht die Ir 

duktion von SSg zuriick, so verlauft di 

Magnetisierung langs der Hysteresisschleife bi 
§ 8 /, der di© Feldstarke §3 entspricht. Di 
zuriickgegebene Energie fiir die Volumeneinhe: 
ist gleich der Flache 93 / A ^, also um ds 
schraffierte Stiick kleiner als ^e zugefiihrt 
Energies. Dieser Teil bleibt zuriick, er ist ii 
Eisen in Warm© umgewandelt. Bei zyklischc 
Magnetisierung ist daher die in Warm© urr 
gewandelte Energie bei jedem Zyklus gleich dc 


Fig, 122. 

von der Hysteresisschleife umgrenzten Flache. 

ct>h= f Q d^ Joule/cm' 


(184) 


ist die Hysteresisarbeit fiir einen Zyklus und 1 cm'"*, wo § i 
Amp./cm, 93 in Voltsek./cm^ gemessen sind. 


4. Magnetisierung mit Wechselstrom. 

Wird die Spule des Eisenringes (Fig. 119) an eine Wechse 
spannung angeschlossen, so wird das Eisen durch den Wechselstroi 
zyklisch ummagnetisiert. 

Der SpulenfluB ist sehr angenahert W=w0 und 

•PI 

p = + 

wobei der Zusammenhang zwischen 0 und i durch die Hysteresii 
schleife gegeben ist. 

Ein angenahertes Bild iiber den Verl u des Stromes r 
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man, wenn man iR vernachlassigt, was in vielen Fallen zulassig ist 
Dann ist 


'p — w 


dt 


.Setzt man eine einwellige Spannung voraus, so ist 
29 = sin CO ^ 

cp — I VJll. — -eos cot = — cos CO t, 

J W cow m ’ 




:-?2n 
CO w 


ist die Amplitude des einwelligen Flusses. In Fig. 123 ist die 
Welle des Flusses aufgetragen und zu jedem Wert von 0 der 
Hysteresisschleife der zugehorige Strom i entnommen. Er hat bei 
.sinusformiger Spannung eine spitze, stark verzerrte Form. Er ist zur 
Amplitude des Flusses nicht symmetrisch, und die Nulldurchgange 



-der Stromkurve sind wegen der Remanenz gegen die des Flusses 
voreilend. 

Wiirde die Ummagnetisierung ohne Hyste¬ 
resis nach der mittleren punktierten Kurve 
OB in Fig. 123 verlaufen, so erhielte man 
'die symmetrische Stromkurve ia (Fig. 124), die 
mit dem FluB in Phase ist, die Hysteresis 

bedingt die um 90® dagegen voreilende Kom-- 

ponente und ergeben zusammen 

♦die Stromkurve i in Fig. 123. 

Der Magnetisierungsstrom kann also in zwei Komponenten zer- 
legt gedacht werden, ist gegen die Spannung um 90® verzogert 
in Phase mit der Spannung. Das Produkt aus Spannung und 
^tellt den Leistungsverlust durch die Hysteresis dar. Bei f Um- 
magnetisierungen in der Sekunde ist er fiir die Volumeneinheit 

= Watt/cm'"*.(ISi^) 

o 
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Bei Ermittlung der Stromkurve waren wir von einer sinusformiger 

Spannnng ausgegangen. Addiert man zu ihr den Ohmscher 

at 

Spannungsabfall iR, der ebenso wie der Strom verzerrt ist, so isi 
die Klemmenspannung nicht mehr sinusformig. Umgekebrt be* 
wirkt der Obmsehe Spannungsabfall bei sinusformiger Klemmen- 
d ^ 

spannung, daB und ^ nicht mehr sinusformig sind. Es zeigi 

at 

d0 

sich, daB spitzer wird^ also einen groBeren Pormfaktor f hat 

a t 

als die Sinuskurve. Eiir eine effektive EMKjE/ ist die Amplitude 
des Elusses dem Formfaktor f umgekehrt proportional 




E 

4:fW^^ 


und der Magnetisierungsstrom werden also bei spitzerer Spannungs- 
kurve kleiner. 

Schaltet man vor die Spule einen Ohmschen Widerstand, so 
zeigt sich, daB bei gleicher edektiver Spannung an der Spule der 
Magnetisierungsstrom kleiner geworden ist. Bei sehr hohen Satti- 
gungen, wie sie bei Transformatoren besonders fiir kleine Perioden- 
zahlen (15) verwendet werden, zeigt sich diese Erscheinung schon 
bei kleinen Vorschaltwiderstanden (Strommesser und Wattmeter). 


5. Wirbelstrome. 

Eine weitere Erscheinung bei der Ummagnetisierung mit Wechsel- 
strom sind die Wirbelstrome. Das Wechselfeld induziert im Eisen- 
kern (Fig. 119) Strome, deren Bahnen im Eisenquerschnitt ahnlich 
verlaufen wie die Strombahn des Erregerstromes am Bande des Quer- 
schnitts. Durch diese Wirbelstrome wird das Eisen erhitzt, und um 
sie klein zu halten, wird der Eisenquerschnitt aus Blechen zusammen- 
gesetzt, die durch Papierisolation voneinander getrennt sind. 

Fiir Dynamomaschinen und Transformatoren werden Bleche in 
Starken von 0,6 bis 0,3 mm verwendet. Auch bei so feiner Unter- 
teilung werden die Wirbelstrome nicht vollstandig unterdriickt. Sie 
wirken auf den Erregerstrom zuriick wie der sekundare Strom eines 
Transformators auf den primaren (s. Kap. IX) und bedingen daher 
eine VergroBerung dieses Stromes. 

Nach den Versuchen von Gumlich und Rose^) ist ein Unter- 
schied zwischen der Magnetisierung mit Gleichstrom und der mit 
Wechselstrom bei Periodenzahlen von 15 bis 50, nur bei Induk- 
tionen bis 12 000 bis 15000 nachweisbar. Er zeigt sich darin, daB 


ETZ 1905, S. 503 ff. 
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bei gleicher Feldstarke die Induktion bei Wechselstrom etwas kleiner 
ist als bei Gleichstrom. 

Die Unterschiede sind aber sebr klein und verschwinden bei 
lioberer Sattigung ganz. Bei hohen Periodenzahlen auBert sich da- 
gegen die Riickwirkung der Wirbelstrome in groBerem MaBe. 

6 . Magnetisierung bei Mebrpbasenstromen. 

Die spifcze Kurve des Magnetisierungsstromes nach Fig. 123> 
und 124 enthalt eine sebr groBe dritte Oberwelle. Die Kurve 
in Fig. 124 bat die Gleicbung 

i = 100 sin a; — 40 sin 3 a; -|- 10,1 sin hx — 3,46 sin 7 a; • 

Die Amplitude der dritten Oberwelle ist also 40 von der 
Grundwelle, bei boberen Sattigungen kann sie nocb groBer werden. 

Scbaltet man die Erregerspulen von drei magnetiscben Kreisen 
in Sterbscbaltung an ein Dreipbasennetz (s. Fig. 125), so kann nacb 
Kap. VIII die dritte Oberwelle des Stromes nicbt 
flieBen. Die Folge davon ist, daB der FluB in 
jedem der drei magnetiscben Elreise nicbt mebr 
sinusformig sein kann, er erbalt eine starke dritte 
Oberwelle, wodurch eine Spannung von dreifacher 
Periodenzahl nebst Oberwellen entstebt. In den 
(verketteten) Linienspannungen beben sicb diese 
Spannungen von dreifacber Periodenzahl wieder 
beraus. 

Man kann sie getrennt erbalten, wenn man 
um die drei Kerne je eine Priifspule a in Pig. 125 
legt und diese drei Spulen bintereinanderscbaltet. 

Die Grundwellen der Spannungen sind um 120 ® 
pbasenverschoben und ergeben als Summe Null, 
die Oberwellen von dreifacber Periodenzahl sind gleicbphasig und 
addieren sicb. 

Da sicb die Effektivwerte der Oberwellen quadratiscb addieren, 
werden die Effektivwerte der Grimdwellen der Pbasenspannung und 
des Flusses nur wenig kleiner als die Effektivwerte der resultieren- 
den Wellen. Der Fortfall der von der dritten Oberwelle berruhrenden 
Spitze des Magnetisierungsstromes bedingfc, daB die Grundwelle des 
flacheren Stromes sowie die anderen Oberwellen, 5^® usf., entsprecbend 
groBer werden, der Effektivwert des Magnetisierungsstromes ist bei 
gleicber Induktion groBer, wenn man die drei Kerne in Stern- 
scbaltung mit Dreipbasenstrom erregt, als wenn man jeden fiir sicb 
mit Einpbasenstrom erregt. 

Die Oszillogramme (Fig. 126) zeigen den spitzen einpbasigen 
und den flacben dreipbasigen Erregerstrom, die an ein und dem- 
selben Induktionsmotor aufgenommen wurden, der eine bei AnschluB 



Fig. 125. 
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aller drei Phasen an ©in Dreipliasennetz, der ander© bei Unter- 
br6chung ©iner Pbas©, so dab di© b©id 0 n ubrig©n in R©ib©nscbaltung 
mit Einphas©nstrom err©gt war©n. In b©id©n Fallen war di© Satti- 
gung gleichgroB; der Effektivwcrt des dreiphasigen Magnetisierungs- 
stromes war aber um 30 °/q groL’er als der des ©inphasigen. 

Bei den dreipbasigen Induktionsmotoren und Transformatoren 
sind die drei Fliisse der einzelnen Phasen nicht wie im Beispiel 
der Fig. 125 getrennt, sondern, wi© Fig. 127'fur ©inen Dreiphasen- 
transformator zeigt, durch die gemeinsamen Jocbe J — J verkettet. 
Die Fliisse von dreifacher Periodenzahl sind gleichphasig, d. h. in 
jedem Angenblick in den drei Kernen gleichgerichtet. In den Jochen 



Fig. 126. Magnetisierungsstrom. Fig. 127. 

a einphasig, h dreiphasig. 


waren si© ©inander ©ntgegengesetzt gerichtet, sie konnen sich also 
nicht durch die Joche schlieBen, sondern sie treten aus den Kernen 
aus und schlieBen sich teils durch di© Luft, teils durch benachbarte 
Eisenteil© des Gehauses und verursachen hier und besonders dort, 
wo sie senkrecht zur Unterteilung aus den Kernen austroton, zu- 
satzliche Wirbelstromverluste. Isb die primar© oder die sekundare 
Wicklung in Dreieck geschaltet, so flieBt in dem Dreieck ©in Strom 
von dreifacher Frequenz als Ringstrom, der den FluB von drei¬ 
facher Frequenz stark dampft. 

7. Berechnung des effektiven Erregerstromes. 

Fiir praktisch© Zwecke ist di© Kenntnis des effektiven Erroger- 
stromes, am wichtigsten, weil dieser gemessen wird. Ist schon 
di© Form des Stromes unsicher zu bestimmen, so gilt dies ©ben- 
falls von dem Effektivwert, Man ©rkennb aus den Oszillogrammen 
Fig. 126, daB bei ©inphasiger und dreiphasiger Erregung grund- 
satzlich verschieden verfahren werden muB. 

Bei ©inphasiger Erregung verwendet man am zweckmaBigsten 
©in© dynamisch© Magnetisierungskurve fiir di© Effektivwert© der 
Induktion und Feldstarke, die an ©inem Probering, etwa nachPig. 119 , 
mit Wechselstrom gemessen werden. 
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Bei Dreiphasenstrom nahert sich bei nicht allzu bohen Satti- 
gungen der Magnetisierungsstrom viel mehr der Sinusform. Man 
geht dann boss or von der Amplitude der Induktion aus und rechnet 
mit einer mit Gleichstrom aufgenommenen Magnetisicrungskurve. 
Den Effektivwert des Stromes erhalt man durch Division mit dem 
Scheitelfaktor der Sinuskurve, d. h. mit V2 . 

Aus dem gToBen EinfluB, den die Form der Spannungskurve 
bei hohen Sattigungen auf den Magnetisierungsstrom hat, erkennt 
man, daB selten eine gute Ubereinstimmung zwischen berechnetem 
und gemessenem Strom, zu erwarten ist, ein Umstand, der haufig 
den StoBfugen in den Blechen zugeschrieben wird, deren Wirkung 
aber gegen die hier erorterten Einfliisse moist verschwindet. 


59. Verluste im Eisen. 

1 . Berechnung der Verluste durch Hysteresis. 

Die Leistung, die durch Hysteresis in Warme umgesetzt wird, 
ist nach Gl. (185) worin die Hysteresisarbeit fiir einen 

Zyklus und 1 ccm, proportional dem Inhalt der Hystereseschleife ist. 

Nach einem empirischen Gesetz von Steinmetzist der Hysteresis- 
verlust proportional der 1 , 6 ^®^ Potenz der maximalen Induktion 

.(186) 

Setzt man das Volumen V in cdm ein, die Induktion B in 
10-8 Voltsek./cm^ (abs. Einh.), so wird 

N, =aJ~] (- V Watt.(187) 

'• HiooyVioooy ^ • 

Der Hysteresiskoefizient betragt fiir Dynamoblech —0,6 
bis 0,95. 

2. Stromwarme der Wirbelstrome. 

Bei kleinen Frequenzen ist die Riickwirkung der Wirbelstrome 
auf das Feld gering und folgende angenaherte Rechnung gibt ein 
Bild von den Verlusten. 

In einem ebenen Blech 
Fig. 128 sei die Richtung 
der Induktion senkrecht 
zum Querschnitt und 

iiberall gleichgroB. Die Fig. 128. 

Wirbelstromfaden ver- 

laufen parallel zu den Langsseiten symmetrisch zur Mittellinie, Ist 
die Plattendicke zl klein und die Ausdehnung der Platte groB, so 
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dick© vernaciilassigt worden. Ein© rechteckig© Schlcif© voii 1 C] 
Lange, die von Stromfaden im Abstand x symmetrisch zur Mitte 
linie begrenzt wird, umscbliefit einen FluB 

'P^=2xB^^. 

Die ©jffektiv© EMK ist 

e^ = 4:fiB^2 X Volt, 

d©r Wid©rstand fiir 1 cm !Bl©cliti©f© uiit©r V©rnachlassiguiig dc 
2 0 

kurzen Seiten R^ = -~, daJber der Verlust 

CuX 

= f-Bi 2 x^dx Watt. 

K Q 

Integri©rt man von x = 0 bis x = — , und dividi©rt dure, 
das Volumen d, so ©rbalt man fiir 1 ccm 

= .(188) 

Dies© Leistung ist proportional d©n Quadraton d©r Induktior 
d©r P©riod©nzahl, der Blecbdick© und des Eormfaktors, dagegen den 
sp©z. Widerstand umgekebrt proportional. 

Setzt man A in mm, das Volumen V in cdm, B in 10""® Voltsek./cm* 
so wird 

A'„ = a„(//-4r7?^fVF Watt, . . .(189) 

“ "V 100 1000 / ’ ^ ^ 

worin der Koeffizient 

4 1 __ 

0 === -10 ist. 

3 p 

Fiir Scbmiedeeisen ist q ^ 10~'^ Obm fiir 1 ccm, daher 
^.= 1,33. 

Die neuerdings verwendeten siliziumhaltigen (2 bis 4®/^) sog 
legierten Blech© haben ©inen spez. Widerstand von ©twa 
^ = 5 .10~5 Ohm fiir 1 ccm. 

Der Koeffizient ist hierfiir 5mal so klein. Auch di© Hys 
t©r©sisv©rlust© sind bei l©gi©rt©n Blechen ©twas kleiner als bei g© 
wohnlichen Blechen. 

Di© Permeabilitat der legierten Bleche ist bei kleinen Induk 
tionen etwas hoher, bei groBen niedriger als bei gewohnlioher 
Blechen. 

Bei hohen Periodenzahlen bedingen die Wirbelstrom© ©in© Ver 
drangung der Induktionslinien an den Rand des Bleches, ©inc 
analog© Erscheinung zu der Stromverdrangung in massiven Leitern 
Kach J. J Thomson^) ist fiir ©in© ©bene Platte von der Dick© A cm 


0 The Electrician, Bd. 28, 1892, S. 599. 
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in dor die Induktion senkrecht zur Blechdicke verlauft, im Ab- 

stand X von der Mittelebene, wenn B die Induktion am Bloch- 
rand ist, 


worm 



V 


2 ^a:-f-cos 2 lex 


. . . (190) 


2 TICD fl 

~qi¥~ 

ist. Die Permeabilitat ist Merin konstant gesetzt. Fiir ^ = 10 “^ 
und /^ = 2000 zeigt Fig. 129 die Verteilung der Induktion in einem 
Blech von 0,5 mm Dicke bei 100 und 1000 Perioden i. d. Sek. Im 
ersten Fall ist die Abweichung in der Mitte nur 2 ®/^ von der maxi- 
malen, im zweiten Fall ist die Induktion in der Mitte nur 43 
von der am Eande. 

Auch bei kleinen Periodenzahlen sind die tatsachlichen Eisen- 
verluste meist groBer als die nach Formel 189 
berechneten, erstens, weil die Induktion 
nicht gleichmaBig fiber den Querschnitt 
des ganzen Blechpaketes verteilt ist, zwei- 
tens, weil bei der Bearbeitung die Isolation 
zwischen den Blechen beschadigt wird und 
leitende Briicken hergestellt werden, endlich 
weil bei StoBfugen, tJbergangen, ein Teil 
des Flusses senkrecht zur Lamellierung aus 
den Blechen austritt, wodurch die Verluste o 
wesentlich steigen. Auch die Streufliisse, die 
in benachbarte massive Konstruktionsteile 
eintreten, verursachen Verluste, die man alle als zusatzliche Ver¬ 
luste bezeichnet. 




Verlustziff er. 


Man kennzeichnet die Qualitat des Eisens durch eine Verlust- 
zifier, die den gesamten Verlust fiir 1 kg Eisen bei 50 Perioden und 
30^0 bei einer bestimmten Induktion angibt. Nach den Vorschriften 
des V. d. E. ist die Verlustziff er bei 10000 und bei 

B^ — 15000 (Fj^^) CGS. anzugeben. 

Das spez. Gewicht wird, wenn nicht besonders bestimmt, fiir 
gewohnliche Bleche zu 7,7, fiir legierte zu 7,5 angenommen. 

Mit den angegebenen Konstanten 0 ^ = O, 8 j — wird fiir 
Eisenblech von J.= 0,5 mm fiir ^^^ = 10000 , /= 50 Persek""^ 

= 0,8 • 0,5 • 10i.« ~ -f 1,3 -(0,5 • 0,6 • l,li • 10)^ 3,4 Watt/kg, 


fiir ein legiertes Blech mit 0 ^==O, 6 , 


0,27 
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Untersuchung und Trennung der Eisenverluste. 

Von den verschiedenen Apparaten zur Untersuchung der Eisen¬ 
verluste in Blechen, die von Epstein^), Mollinger-), Richter'^) 
angegeben sind, ist der erste z. Z. am meisten verwendet. 

Hierbei werden vier Blechpakete aus Streifen von 50 cm Lange. 
3 cm Breite und 3 cm Paketbohe zu einem quadratischen Rahmen 
zusammengesetzt und an den Ecken mit kraftigen Klammern zu- 
sammengestoBen. Jedes Paket ist mit einer Spule versehen, die in 
Reihe an eine moglichst sinusformige Spannung angeschlossen werden. 
Aus Spannung P und Periodenzahl f bestimmt man die Amplitude 
der Induktion _ 

2nfwQ' 


Schaltet man vor die Spule einen Leistungsmesser, so ist von 
der gemessenen Leistung zunachst der Stromwarmeverlust X^R in 
der Erregerwicklung abzuziehen, um die Eisenverluste zu erhalten. 
Da diese Korrektur groB ist, wird die Messung genauer, wenn die 
Pakete eine zweite Wicklung von gleicher Windungszahl wie die Er¬ 
regerwicklung erhalten. In beiden Wicklungen wird dieselbe EMK 
induziert; an die zweite Wicklung wird nur die Spannungsspule 
des Wattmeters (und evtl. das Voltmeter) angeschlossen, wahrend 

die Stromspule im Erregerstromkreis 
liegt. Die nun geihessene Leistung 
ist gleich den Eisenverlusten vermehrt 
um den kleinen Verlust in der Span¬ 
nungsspule des Wattmeters und im 
Voltmeter, die sich leicht berechnen 
und abziehen lassen. 

Tragt man die Eisenverluste fiir 
konstante Periodenzahl als Eunktion 
der maxim alen Induktion auf, so er- 
halt man die nicht ganz quadratisch 
ansteigende Kurve Fig. 130. 

Die Trennung der Verluste in 
Hysteresis- und. Wirbelstromverluste beruht auf deren Abhangigkeit 
von der Periodenzahl. 

Andert man Spannung und Periodenzahl in gleichem MaBe, so 
bleibt die maximale Induktion konstant. Da die Hysteresis verluste 
der Periodenzahl /*, die Wirbelstromverluste dem Quadrat von f pro¬ 
portional sind, ist der gesamte Verlust bei konstanter Induktion: 

ETZ 1900, S. 303, b. auch Gumlich u. Rogowski ETZ 1912. 

2) ETZ 1901, S. 379. 
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Daher ist 


N 


N 

T 


iV. 

f 


h ' 


f 




stellt als Funktion der Periodenzahl eine gerade Linie 

/ 

(Fig. 131) dar; ihr Schnitt mit der Ordinatenachse {f==0) ergibt 


die Ordinate Ic. 


Nr. 


den Hysteresis- 


.V 


^ f 

verlnst pro Periode. Der Abstand der 


0,06 


Geraden von einer Parallelen zur 
Abszissenachse durch den Schnittpunkt 

N 

mit der Ordinatenachse ist — o,o£ 

f 

Die 'Gerade biegt bei hoheren o 
Periodenzahlen ab, was auf die Schirm- 
wirkung der Wirbelstrdme zuriickgefiihrt 
wird. 


t- 








:d 




‘Ti 






I 




— 

—f 


30 W 

Fig. 131. 


60. Die Vektordiagramme des Transformators. 

Die technischen Transformatoren besitzen einen geschlossenen 
magnetischen Kreis aus Eisen, auf den die primare und sekundare 
Spule aufgewickelt sind. Fig. 132 und 133 zeigen die wichtigsten 
Typen der Einphasentransformatoren, die Kerntype und die 
Mantel type. 



Fig. 132. Kerntransformator. Fig. 133. Manteltransformator. 


Im Gegensatz zum Lufttransformator geht man bier nicht von 
den Koeffizienten L und M aus, die bier nicht konstant sind, sondern 
von dem InduktionsfluB. Der groBte Teil des Flusses verlauft ganz 
im Eisen und ist mit alien primaren und alien sekundaren Windungen 
verkettet. 

Dies ist der HauptfluB Ihm entsprecben die primar und 
sekundar induzierten Spannungen 

d0 
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Bei unbelasteter Sekundarwicklung entnimmt die primare dem Netz 
den Magnetisierungsstrom zur Erregung des Hauptfliisses. Da 
sein Spannungsabfall sebr klein ist, ist sebr nahe gleicb der pri- 
maren Klemmenspannung. Das Verhaltnis der Spannungen bei 
offener Sekundarwicklung ist sebr nahe gleich dem Ubersetzungsver- 
haltnis 

Ist die Sekundarwicklung auf einen Belastungswiderstand ge- 
schlossen, so mu6, damit der HauptfluB bestehen bleibt, die Summe 
der primaren und sekundaren Durchflutungen wieder die Erregung 
des Hauptflusses ergeben. 

Setzen wir 


■ 


W.y 


W. 




(192) 


so folgt: der primare Strom setzt sich zusammen aus dem Magne- 
tisierungsstrom und dem primaren Belastungsstrom der ent- 
gegengesetzt gleich dem auf die primare Windungszahl reduzierten 
sekundaren Strom ist. Aus Gl. 191 und 192 folgt 

^1^2 === ^2^2 * 

Der sekundar abgegebenen Leistung — entspricht eine gleich 
groBe primar aufgenommene Leistung 

Die Gleichungen gelten fiir die Momentanwerte also unabhangig 
von der Kurvenform. 

Die Streufliisse der beiden Wicklungen verlaufen nur teilweise 
im Eisen und schlieBen sich urn die Spulen durch die Luft. Sie 
sind teils nur mit primaren oder sekundaren Windungen verkettet 
teils mit beiden (einfach und doppelt verkettete Streulinien). 

Da die Streufliisse langere Luftstrecken durchlaufen, sind sie 
den Stromen proportional, die Kraftlinienwindungen konnen durch 
Streuinduktivitaten 8^ und ausgedriickt werden (s. S. 134). Es 
gelten daher die folgenden Gleichungen fiir den Transformator: 

•PI \ a ^ 

Vi— h ' 


dt 


0 = 2^2 +^*2 ^ 2+^2 


d0 


dt 




(193) 


Fiir einwellige GroBen konnen diese Gleichungen durch ein 
Vektordiagramm der Effektivwerte dargestellt werden. 

Man ersetzt hierbei den verzerrten Magnetisierungsstrom durch 
seinen aquivalenten Sinusstrom. 

In Fig. 134 ist ^ der Vektor des Hauptflusses, um 90* 
dagegen voreilend ist die Komponente der primaren Klemmenspan 
nung, die der EMK — E^ entgegengesetzt gleich ist. Die sekundarc 
EMK —E^ ist gegen 0 um 90^ verzogert, bei Reduktion auf di( 
primare Windungszahl ist sie numerisch gleich E^. 
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^ Der aquivalente Magnetisierungsstrom eilt gegen ^ um 
g®gen um yi^ nach. Seine Komponente 
entspncht einer Leistung, es ist E^J^cosy!^ der Eisenverlust. Der 
auf die primare WindungszaM reduzierte Sekundarstrom ist und 
der primare Strom ist die Summe aus und (— J^,) — 

Subtrahiert man von —die Ohmschen und induktiven 
Spannungsabfalle und so erhalt man die 

sekundare Klemmenspannung P^; addiert man zu E^ und 

SO ergibt sich die primare Klemmenspannung P^. 


nnd 


wird 


E. 




^2 ^.2 


J,' 


--y% 


10 ^ 


EiJ COS — — E^J^ cos . 

Dies ist die vom primaren auf den sekundaren Stromkreis iiber- 
tragene Leistung. 

Dreht man das sekundare Spannungsdreieck um Punkt 0 um 
180^5 so dab E^ und — E.^ zusammenfallen, 
so erhalt man Fig. 135, die ein anschauliches 
Bild von der Verschiebung und Abnahme 
des Spannungsvektors von P^ bis P^ gibt. 

Sie ist bedingt durch den Ohmschen 

Spannungsabfall und 

die Streuung der 

beiden Wicklungen. 


^2 





Fig. 136. 


Dieses Diagramm und die GL 193 gelten auch fiir andere Strom- 
kreise, z. B. fiir den Induktionsmotor, bei dem an Stelle der 
elektrischen Belastung des Transformators eine mechanische Be- 
lastung tritt. 

Sie gelten auch fiir das Schema Fig. 136, wenn wir an den 
sekundaren Klemmen mit der Spannung Pg den Belastungsstrom 
flieBend denken. Der Zweig entspricht den vom HauptfluB in 
Primar- und Sekundarwicklung induzierten (bei Reduktion auf gleiche 
Windungszahl) gleichgroBen EMKen, er fiihrt den Magnetisierungs- 
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z^~V R^^-~\~{coS^Y z^—VR^^-i~{coS^Y 

sind die Scheinwiderstande der primaren und sekundaren Wicklung 

Fig. 136 ist der Ersatzstromkreis des Transformators. Er wire 
in Kap. XII eingehend behandelt. 

61. Das magnetische Feld einer Maschine mit verteiltem Eisen 

Die Maschine besteht, s. Fig. 137, aus einem zylindrischen, un 
’eine Welle drehbaren, Laufer L und einem Slander 8, die aus Blechei 
zusammengesetzt sind. Slander und Laufer sind durch einen Luft 
raum von konstanter Lange getrennt. Auf dem Slander isl eim 
Wicklung in Nulen eingebetlel. Wird sie von einem konslanlei 
Slrom durchflossen, dessen Richtung durch Punkle und Kreuze an 
gedeulel isl, so entstehl ein InduklionsfluB in der durch PfeiL 
bezeichnelen Richtung, er durchsetzl das Slander- und Laufereisei 
und den Luflraum. Wo er aus dem Slandereisen auslrill, bilde 
sich ein Nordpol, wo er einlrill, ein Siidpol aus. Weil die Wicklun] 
zwei Pole erzeugl, heiBl sie eine zweipolige Wicklung, und zwar is 
sie eine zweipolige Trommelwicklung, 



Man bezeichnel den Teil des Umfangs, der einen Pol umfaB 
als eine Polteilung, hier isl es der halbe Umfang. 

Durch enlsprechende Anordnung der Wicklung lassen sic 
4, 6, 8 . . . allgemein Pole erzeugen, worin p die Polpaarzal 
isl. Die Wicklung heiBl dann mehrpolig und die Polleilung isl de 
2pie Teil des Umfangs. 

Die Verleilung des Induklionsflusses ergibl sich wie folgl. I 
Fig. 138 ist der Umfang abgewickelt. Die Drahte einer Spule liege 
gleichmaBig verteill symmetrisch zur Millellinie der Polleilung x ai 
einem Bogen 8. Die Millellinie isl die neutrale Zone des Felde 
In Punklen gleichen Abslandes x zu beiden Seilen von ihr ist y: 
Feldstarke gleichgroB, aber von enlgegengeselzter Richtung. Fi 
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eine Induktionslinie, die den Luftraum im Abstand x zu beiden 
Seiten der neutralen Zone durcbsetzt kann unter Veriiachlassigung 
der magnetischen Spannung des Eisenweges, die Umlaufspannung 
gleich der Spannung des Luftraumes gesetzt werden. 

/ Hds = H^2d, 

ist die Feldstarke im Luftraum an der Stella 6 die Lange 
des Luftraumes. 

Auf der Breite 8 liegen Jw Amperedrahte, die betracbtete In- 
duktionsrobre ist von einem Teil davon 2x:S durcbflutet. Daher ist 


Jw X 


Dies gilt von a; = 0 bis x-=\S. 

Ist 2 X > /S, so ist die Durchflutung J w und 


B 


J w 

2T- 


Tragt man als Ordinate auf, so erhalt man die Induktions- 
verteilung als ein Trapez mit der Hohe 






(104) 


Der Inhalt dieser Feldkurve ist der InduktionafluB fiir 1 cm 
Lange des Eisens. Ist die Lange I cm, so ist 

7 

^ = / BJdx. 

Da die Grundlinien des Trapezes t und t — 8 sind, die- Hbhe 
B ist, wird 

= —A^==£Zr«.(195) 

8 

a=z\ -— heiBt der Fiillfaktor. Fiir konstante Induktionsverteilung, 

2t 

d. h. fiir ein Rechteck ware a — 1. 

Das Trapez nahert sich einer Sinuskurve am meisten, wenn 

8 t 2 

(s. Kap.VII, S. 79)— = - 5 -, oder S = —r ist. Die Grundwelle des 
2 3 o 

Trapezes hat hierflir nach S. 79 die Gleichung 
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Die Amplitude ist also 


71 


der FluB der Grundwelle 






der des Trapezes 


<P = lBxl. 

18 


Es verhalt sich also ^ =—o V3 = 1,005, sie unterscheiden 

sich. nur um 0,5 so daB man haufig mit der sinusformigen 
Grundwelle rechnet. 

Wird das Feld durch einen Wechselstrom erregt, so pulsiert 
die Induktion an jeder Stelle mit dem Strom. 

Bezeichnet B die raumliche Amplitude einer sinu^sformig ver- 
teilten Feldkurve, B^ ihre zeitliche Amplitude, so ist die zeitliche 
Amplitude im Abstand x von der neutralen Zone 






und der Augenblickswert an der Stelle x fiir zeitlich sinusformige 
Pulsation 

X' 

= Bcot == jtsin o)t . . (196) 


62 . Erzeugung eines Drehfeldes. 

Sind am Umfang der Maschine zwei um eine halbe Polteilung 
gegeneinander versetzte Spulen angebrackt, so erzeugen sie zwei 
um ebensoviel gegeneinander verschobene Felder. Bei der zwei- 
poligen Anordnung steht die Verbindungslinie der Mitten des Nord- 
und des Siidpoles, die „Polaclise“ eines Feldes, senkrecht auf der des 

90 

anderen, bei der mehrpoligen Maschine sind sie um — Grade ver- 

P 

schoben. Man spricht auch hier von einer Verschiebung um 90^, 
und bezeichnet diese als „elektrische Grade die Polteilung umfaBt 
180® elektrische Grade. 

Sind die um 90® raumlich verschobenen Felder sinusformig ver- 
teilt und mit I und II bezeichnet, so sind ihre raumlichen Ver- 
teilungen 

X 
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Die positive raumliehe Amplitude B, liegt also bei x = 

Bjj bei a; = t. 

Sind die Felder von Zweiphasenstrom erregt, und nehmen wir 
an, daB das zweite Feld | Periode spater seine Amplitude erreicbt. 
als das erste, so wird, wenn die zeitlichen Ainplituden wieder mit 
ctam Indax 'm, bezeichnet warden. 

^IX == sin ~ 71 sin cot 

X 

cos sin = cos ~n cos cot. 

Sind die Amplituden gleichgroB, 

JD . _ p 

SO ist an einer Stelle x die von beiden Feldern resultierende In- 
duktion 




- B { sin ~~ 71 sin cot -i- cos — jt cos cot 

T ‘ T 


cos cot 


(197) 


Diese Gleichung stellt ,eine fortschreitende Welle dar. Nacb 
einer Zeit dt ist die Induktion an einer Stelle {x~\-dx) 

71 

B^^ cos co{t~\-dt) — dx)-^ 

Sie hat wieder denselben Wert wie zur Zeit t an der Stelle x, w^emi 


7 7 ^ 

CO dt — dx — 

X 

st. Hieraus ergibt sich, da6 die ganze Welle mit der konstanten 
Geschwindigkeit 

dx cox 2x 
dt 71 T 

wandert, d. h. die Welle legt in einer Periode T die doppelte Pol- 
teilung zuriick. Zwei zeitlich und raumlich um 90® gegeneinander 
verschobene Wechselfelder von sinusformiger Verteilung setzen sich 
zu einem mit konstanter Geschwindigkeit fortschreitenden sinus- 
formigen Feld von gleicher Gr5Be zusammen. Ein solches Feld 
heifit ein Drehfeld. 

Wir fanden die Geschwindigkeit positiv, d. h. das Drehfeld 

wandert in Richtung der positiven x. Dies ist die Richtung, in der 
wir von der positiven raumlichen Amplitude B^ zu der des zeitlich 
nacheilenden Feldes Bjj gelangten. Hatte man B^j als das vor- 
eilende Feld bezeichnet, so hatte man das negative Vorzeichen 
gefunden. 
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WeciusclBtromkreiHc mii Kiwit. 


Das Drohfold waiidort also voii doiu zt-illirli \oioiitiidcii y; 
dom zoitlieh naclioilondon Fold. Durch VortauFcIitiiii: tier 
Roihoufolge dor Wcchsolfoldor atidort nioh dit^ nn hnohtiini/. 

Stollt Biaa dio Folder als Voktoroa in oinoni Ztatdin|iranuj 
dar, iind soli dio positiv^'o Hiclitung dor Vokforoii aurh Ldolrlizfif i, 
die positive raurnliche Kic^htiing dca* Folder dar.'delltni. ?o iat dj, 
Drohrichtiing dos DrohfoIdoB, duH voni /.oiilieii voroileiHloii y.uiu ztdt 


l/ekforen 


->- 2 ^ licdi naehoilondcai Ftdtl waadork eiitgogfaiur'Hotz 




'DmhjEJd 


dor Drohriehtuug (k*r Vcddorc'ii, also git ioh do 
dor Zoitliiiio (s. Fig. 13!H. 

k.T 


(jiaiiz analog Hotzen sieh ii um ‘ '/.tntfioh niu 


u 




B. 


Fig. 

B,, 

-■ B... 


i:)9. 


-\-B 


tlx. 

X 


raurnlieh verst*,liobono W(H‘lm(^!foldt*r 
(jJrolio zu oinoin Drehfc^Id zusaiiinion. 
lautot 


von 

Ilk 


git iehev 


^11 


in 


sin n. sin m t • 

T 


“ Bin 


Bin 


n X 

Li 


Bin I (tii . 

'\ 


If 




hin I tni ‘ 


I :t \ 


j sinf^^7—-Iti —l|"’*^Bin(ifd m 

\r u \ nJi 

Diirch Ausnuiltiplizioron hringt man jedciB (died anf dio Form 

I I <='>« t) ‘«>H (‘^ .’t i - "^] ^ , 

woboi in dor zwoiton Kosinus-Funktion s dor lioiho mioh idle gminm 
Zahlon von () bis durcbliiuft. Die Kuitinie ilieser % Ctlii'dt^r 

ist Null; da dio orston (lliodor alio gloiohgroll i-hid. uird 

Bx 2 .f HtH I 

Das (lurch ZusatninouKotzutig vou n WcKihsoIfoldmi cnlatohwido Druh- 
fold ist raal ho gi'oB wio jodos WcchHolfold. 


0:i. Enei*fficnboi‘trag:ung dure.h djiH Dj'oIifUd. 

Ihn durch oia Drohfold Knorgio zti uhortragM». wird oino 
Ma.schino nach Fig. 137 am Ktiindor und am IJiufor mil, jo oirmr 
MohrphaBonwioklung vorsohoii. Eiuo solcho Ma-chiuo i»t oiii« Dreli- 

feldmaschino, 

Dio Stiindorwicklungon soioii an oiu Molirphiifeiaiitolz mit 
Phaser! angeschlosson, dor Liiufer stolie still und die Liliifor- 
wicklung sei noch offon. Dio Noizapannung liadingt in joder 
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63. Energieiibertragung durch das Drehfeld. 


Phase der Standerwicklung oinen WechselfluBj und die raumlich. 

2 71 

und zeitlich um — gegeneinander verschobenen Fliiss© setzen sich 

zu oinem Drehfeld zusammen. Es schreitet in einer Period© T um 
zwei Polteilungen, d. h. um den 'p ten Toil des Umfangs fort, macht 
also 




JL=/i 

Tp p 


(199) 


Umlaufe in der Sekunde, worin die Notzfrequenz ist. Das 

2 TC 

Drehfeld induziert in den Standerwicklungen um — gegen- 

einander phasenverschobene EMKe, die bis auf den Spannungsabfall 
des Magnetisierungsstromes in jeder Wicklung der Phasenspannung 
©ntgegengesetzt gleich sind. Im stillstehenden Laufer werden EMKe 
von gleicher Periodenzahl induziert. Hat der Laufer obenfalls 
Phasen, so bilden die EMKe auch ein Phasensystem. Die EMKe 
im Stander und Laufer verhalten sich wie die Windungszahlen, sie 
haben aber im allgemeinen verschiedene zeitliche Phasen, j© nacb 
der rauinlichen Stellung ©ntsprechender Wicklungen des Standers 
und Laufers zueinander. 


SchlieBt man die Lauferwicklungen iiber Belastungswidersttode, 
die fur alle Phasen gieichgroB sind, so entsteht im Laufer ein sym- 
metrisches ^^J-Phas©nstromsyst©m, und die Strome erzeugen ein 
Drehfeld. Damit das der aufgedriickten Standerspannung ©nt- 
sprechend© Feld bestehen bleibt, nimmt der Stander einen solchen 
Strom auf, daB die Summe der Durchflutungen des Standers und 
Laufers fur alle Phasen die Erregung des Hauptflusses ergibt, wie 
beim gewohnlichen Transformator, von dem sich die Maschine nur 
dadurch unterscheidet, daB sie ein Drehfeld besitzt, wodurch 
primar© und sekundare EMKe verschiedene zeitliche Phasen 
haben konnen. Dies andert aber an der Wirkungsweise nichts, 
Denken wir uns den Standerstrom (Primarstrom) wieder zerlegt in 
den Magnetisierungsstrom und den primaren Belastungsstrom 
so muB, da die Leistungen 

cos 


vom Stander auf den Laufer iibertragen werden, 

^2 'h = % ^1 Vh 


sein. Nun sind die EMKe den Windungszahlen direkt, die Strome 
ihnen umgekehrt proportional, d. h. es wird 

'^‘1 


cos = cos 


und 
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verschiebung, wie der sekundar© gegen die seine. Wie also aucli 
E,y gegen phasenverschoben sein mag, die Riickwirkung des 
sekundaren Stromes auf den primaren Stromkreis ist stets so, als 
ob sie gleichphasig waren, so daB man fiir jede Phase dasselbe 
Vektordiagramm wie fiir den gewohnlichen Transformator erhiilt, 
das durch Streuung und Ohmscheri Widerstand dor Wicklungen 
wie dort erganzt wird. 

Hat der Laufer eine andere Phasenzahl als der Stander, so 
ist es moglich, ihm einen symmetrischen %-Phasenstrom zu ent- 
nehmen. Da alle Phasen sich gleichmaBig an der Erzeugung des 
Peldes beteiligen, ist die Riickwirkung auf die primare Wicklung 
wieder dieselbe. Die Drehfeldmaschine kann also als Phasenzahl- 
umformer verwendet werden. 

Wichtiger ist ihre Anwendung als Periodenumformer. 

Dreht sich der Laufer mit u Umlaufen i. d. Sek., so ist die 
Frequenz seiner EMK nicht mehr gleich der primaren, 
worin die Umlaufzahl des Drehfeldes ist, sondern weil das 
Drehfeld relativ zum Laufer nur — u) Umlaufe macht, ist die 
Periodenzahl 

= P («!—“).(1^9) 

Hierin erhalt u das positive Vorzeichen fiir gleichsinnige Drehung 
wie das negative fiir gegenlaufige. 

Die effektiven EMKe im Stander und Laufer verbal ten sich wie 
die Produkte aus Windungszahl und Periodenzahl 

./jjoo) 

D\q Lauferstrome, die beim SchlieBen iiber irgendwelcho Wider- 
stande entstehen, haben nun auch die Periodenzahl Das Dreh¬ 
feld, das sie erzeugen, schreitet gegeniiber der erzeugenden Laufor- 
wicklung mit 

— u. — u Uml. i. d. Sek. 

P . 

fort, und da der Laufer sich mit u Umlaufen dreht, ist die Um¬ 
laufzahl des Drehfeldes im Raum wieder 

- U — Vi = V^ . 

Die Lauferstrome wirken also auf den Stander wie die einor 
ruhenden Wicklung zuriick. Stander- und Lauferstrome aller Phasen 
©rgeben zusammen die Erregung des Hauptflusses. Zerlegt man 
wieder in den Magnetisierungsstrom und den primaren Be- 
lastungsstrom J^, so ist 

= .( 201 ) 

J^' hat gegen E^ dieselbe Phasenverschiebung wie E^ gogen , 
unabhangig von der relativen Phase von E^ gegen E^, wie gezeigk 
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Daher wird aus Gl. [200 und 201 


^2 £^2 -^2 W2 


U 

/l' 


( 202 ) 


% -^1^/ 

J^' cos ^^2 = ist die vom Stander (Primarwicklung) auf den 
Laufer iibertragene Leistung. Die vom Lanfer (Sekundarwicklung) 
erzeugte ©lektrisch© Leistung 71 .^ E^^ J 2 V'o ~ sick zu 

wi© die sekundare Frequenz zur primaren, oder wie die Relativ- 
geschwindigkeit — u zu der Gesckwindigkeit des Drehfeldes 
Es ist / n.\ 

i^). 

Die Differenz erscheint in ©iner anderen En©rgieform, und 

zwar als m©chanisch© Leistung weil das Drehfeld auf die Laufer- 
strome ©in Drehmoment ausiibt. 

Es ist 




(204) 


Si© verhalt sich zu der vom Stander auf den Laufer iibertragenen 
Leistung, wie die Geschwindigkeit des Laufers zu der des Dreh¬ 
feldes. 

Die mechanische Leistung ist gleich dem Produkt aus Dreh¬ 
moment D und Winkelgeschwindigkeit des Laufers 2nUi 


daher 


D-- 


2 XU 2nu^ 


Da die Geschwindigkeit des Drehfeldes bei gegebener Perioden- 
zahl konstant ist, ist das Drehmoment proportinonal der vom Stander 
auf den Laufer iibertragenen Leistung. (Ist in Watt angegeben, 
so erhalt man das Drehmoment in mkg durch Division durch 9,81.) 

Wahrend die mechanische Leistung gleich Drehmoment mal 
Geschwindigkeit des Laufers ist, ist die elektrisch abgegebene Leistung 
gleich dem Produkt aus Drehmoment und Relativgeschwindigkeit 
des Laufers zum Drehfeld. 

Das Verhaltnis der Relativgeschwindigkeit — u zur Dreh- 
feldgeschwindigkeit heiBt die Schliipfung 




“'1 

Es ist daher die sekundare Prequenz 
die elektrische Leistung 


(205) 


die mechanische Leistung 
Es ergeben sich folgend© Fall©: 

Solange u positiv und kleiner als is, istt s positiv und 
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kleiner als 1. Die elektrische Leisfcung ist kleiner als die auf 
den Laufer iibertragene, und die meckanische Leistung ist positiv, 
das Drehmoment ist motorisch. s = l, d. h. m== 0, ergibt den Fall 
des rubenden Laufers, bei dem nur elektrische Leistung trans- 
formiert wird. 

Dreht sich der Laufer ebenso schnell wi© das Drehfeld und 
gleicbsinnig, so ist u = 5 = 0, der Laufer dreht sich „synchron 

mit dem Drehfeld, dann wird liberhaupt koine EMK in ihm indu- 
ziert und kein© Leistung iibertragen. 

Ist d. h. ist die Geschwindigkeit des Laufers groBer 

als die des Drehfeldes, so ist s negativ; das Drehmoment kehrt 
infolge der Umkehrung der Relativbewegung — u) seine Rich- 
tung um, die mechanisch© Leistung ist generatorisch und wird dem 
Laufer durch irgendeine Triebmaschine zugefuhrt, sie ist groBor 
als ©s kehrt sich also der Sinn der Energieiibertragung um, 
die Maschin© ist ©in Generator. 

Ein© Drehfeldmaschine kann also zur Umsetzung der Spannung, 
der Phasenzahl, der Periodenzahl und zur Umsetzung von elok- 
trischer in mechanisch© Leistung und umgekehrt verw’endet werdon. 
Steinmetz bezeichnet si© daher als allgemeinen Transformator. 

Ihr© haufigst© Anwendung ist die des Induktionsmotors, bei 
dem die Lauferwicklung in sich kurzgeschlossen ist. Die in joder 
Phase der Lauferwicklung erzeugte elektrische Leistung ist hier 

wenni ^.3 der Widerstand der Wicklung ist; sie ist gleich dem Strom- 
wtoneverlust in der Wicklung. Da si© smal so groB wie die auf 
den Laufer iibertragene Leistung ist, ist dies© fiir ©in© Phase 


und die mechaniach© Leistung ist 




Z2 J2 


Da das Ubersetzungsverhaltnis der EMKe gleich dem Verhaltnis 
der Produkt© aus Windungszahl und Periodenzahl ist, fallt die 

sekundare Periodenzahl bei der Reduktion 
auf die Primarwicklung in der Strou- 
spannung heraus. Der Induktionsmotor 
verhalt sich wi© ein ruhender Trans¬ 
formator, bei dem die mechanisch© 
Belastung ©rsetzt ist durch einen Ohm- 







Fig. 140. 


schen Widerstand -1 

“ \5 


Es gilt 


fiir ihn daher der Ersatzsbromkreis Fig. 140, der in Kap. XII ©ingehend 
behandelt wird. 
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64. Reihenschaltung eines Kondensators und einer Drossel¬ 
spule mit Eisen. 

Nach Kap. II gibt es bei der Reihenschaltung eines Konden¬ 
sators und einer Drosselspule eine bestimmte Frequenz 

_ 1 

yW' 

bei der das magnetische Feld der Drosselspule und das elektrische 
Feld des Kondensators sich gegenseitig laden, so daB dem Strom- 
kreis keine Blindleistung, sondern nur die zur Deckung der Verluste 
bei der Aufrechterhaltung des Stromes erforderliche Leistung zuzu- 
fiihren ist. Der Stromkreis verhalt sich wie ein Ohmscher Wider- 
stand, es ist 

P=JB 

und die entgegengesetzt gleichen Blindspannungen der Induktivitat 
und der Kapazitat betragen 



Besitzt nun die Induktivitat einen magnetischen Kreis mit 
Eisen, so ist L keine Konstante, sondern eine Funktion des Stromes. 
Aus der Spannungsgleichung 

p sin cot — Ei 


dW Cidt 
dt 


worin W—f(J) durch die Hysteresisschleife dargestellt wird, ist er- 
sichtlich, daB eine strenge Losung dieses Falles die analytische Dar- 
stellung der Hysteresisschleife erforderte. Wir begniigen uns mit 
einer angenaherten graphischen Untersuchung, die zwar die Verluste 
und die Verzerrung des Stromes nicht beriicksichtigen kann, doch 
einen geniigenden Einblick in die Verhaltnisse gewahrt, 
Resonanzf requenzen. In 
Fig. 141 sind die Kraftlinienwin- 
dungen W der Drosselspule als Funk¬ 
tion des aquivalenten Sinusstromes 
J durch die gekrummte Magneti- 
sierungskurve dargestellt. Fiir eine 
Frequenz co ist die Blindspannung 
= Wco. Der zu W gehorige Strom 
J bedingt am Kondensator eine Span- 
J 



nung P^ 


coC' 


Es wird P, 


Fig. 141. 


wenn 


CO 


1 / 


j 

inn 
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ist. Da jedem Punkt der Magnetisierungskurve ein anderes Verhalt- 
nis J: W—tgp entspricht, gibt es fiir ein© Kapazitafc ©in© unendlich© 
Zahl von Resonanzfrequenzen. Fiir ©inen geg6ben©n Wert G ist 
CO = konst. Vtg yd . Die kleinste Resonanzfrequenz ist die durch den 
Winkel der Tangent© im Ursprung an die Magnetisierungskurve 
bestimmte, sie sei co^ und 

~='\ /ma == 1 /aa_ 

«>0 ^ ^ ' 

Jeder Frequenz entspricht ein bestimmter Strom und eine be¬ 
stimmte Spannung an Drosselspule und Kondensator. Sie ist 

P^=.P^=Wco=y 

d. h. fiir C — konst, proportional der Wurzel aus WJ, sie wird daher 
gemessen durch die Seite eines Quadrates, das gleich dem Rechteck 




aus den Koordinaten der Magnetisierungskurve ist. In Fig. 142 
sind CO und J als Funktion der Resonanzspannung P aufgetragen. 

Das Verhalten bei konstanter Netzfrequenz und ver- 
anderiicher Klemmenspannung. In Fig, 143 sind fiir konstante 
Frequenz co die Charakteristik der Drosselspule P^z=f{J) (Kurve 
und die KpndensatorspannungPg==/‘(J) (Gerade OC^C^C^) 
dargestellt. Die Ordinatenabschnitte zwischen beiden sind die Blind- 
komponenten der Netzspannung, oder, wenn man von Verlusten ab- 
sieht, die Netzspannungen selbst. 

Ist Ps^Pq^ Strom gegen die Netzspannung ver- 

zogert, ist in Phase mit der Netzspannung P, P^ ist ihr entgegen- 
gerichtet. Dberwiegt dagegen die Kondensatorspannung, ist also 
P^^P^, so eilt der Strom der Netzspannung vor, P^ ist gleich- 
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phasig mit P. P^ entgegengerichtet. Der Ubergang ist durch den 
Schnittpunkt S der beiden Charakteristiken gegeben, wobei P^ = P^ 
ist und die Netzspannung nur die Verluste zu decken hat. Dies ist 
der Resonanzpunkt fiir die Netzfrequenz. 

Nun entsprechen unterhalb des Schnittpunktes S, d. h. bei nach- 
eilendem Strom einer Netzspannung P zwei mogliche Gleichgewichts- 
lagen, solange P kleiner ist als der Ordinatenabschnitt zwischen beiden 
Charakteristiken. Z.B.geiiorenzurNetzspannung OP^ = G^B^= 
die Werte 

J. = OA^ P^, = 0,A., 

B^ und B.^ sind die Schnittpunkte einer Parallelen durch P^ zu 
P^=f(J), Von diesen beiden moglichen Gleichgewichtslagen stellt 
sich aber allgemein die mit dem kleineren Strom ein, weil hierbei 
die Energien und die Verluste kleiner sind. 

Fallt die Parallele zur Kondensatorcharakteristik in die Tan- 
gente P^ T an die Charakteristik der Drosselspule, so ist eine Grenz- 
spannung OP^ erreicht, oberhalb derer ein Betrieb mit nacheilendem 
Strom iiberhaupt nicht mehr moglich ist. 

Hingegen entspricht bei voreilendem Strom, d. h. rechts von S 
jeder Netzspannung wieder eine Gleichgewichtslage, die man durch 
Auftragen von P in die negative Ordinatenachse und die Parallelen 
zu P^ — f{J) erhalt. Die Spannung OQ^ — OP^ ergibt Punkt B^y 
die Grenzspannung OQ^ = OP^^ Punkt B^ usf. 

LaBt man die Netzspannung von Null anfangend bei konstanter 
Frequenz wachsen, so nimmt der Strom 
von Null an zu, und es wird zunachst der 
Bogen OB^T durchlaufen. Steigt die Span¬ 
nung liber die Grenzspannung weiter, so 
wachst der Strom, da nun nur noch vor- 
eilender Strom moglich ist, plotzlich auf 
den dem Punkt B^ entsprechenden Wert, 
wobei die Spannungen am Kondensator 
und der Drosselspule gleichfalls unter 
sprunghafter Anderung der GroBe ihre 
Phasenlage gegeniiber der Netzspannung 
umkehren. Dies ist in Fig. 144 dargestellt. 

Bei weiterer Steigerung der Netzspannung 
spannung fast konstant, wahrend der Strom und die Kondensator- 
spannung stetig steigen. 

Geht man mit der Netzspannung wieder zuriick, so bleibt der 
Zustand auch noch zwischen Bq und S so lange stabil, als die Ver¬ 
luste durch die Netzspannung gedeckt werden konnen, dann erfolgt 
ein sprungweises Zuriickgehen des Stromes und der Spannung. 

12 * 



bleibt die Drosselspulen- 
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tTberspannungen mit dor Netzfrequenz^) werden auf die 
bier beschriebenen Verhaltnisse zuriickgefiihrt. In Fig. 145 stellt T 
einen Transformator am Ende einer Leitung dar. Bei einem Lei- 
tungsbruch an der Stelle a und Erdung des gebrocbenen Stiickes 
an der Transformatorseite kann der Magnetisierungsstrom des Trans- 
formators sich iiber die Kapazitat des ungeerdeten Teiles der ge- 
brochenen Leitung schlieJBen; sie ist durch einen Kondensator C 
^ dargestellt. War die Netzspannung groBer als 

die Grenzspannung, so stellt sich die Gleich- 
gewichtslage mit voreilendem Strom ein, die 
Transformatorspannung andert ihre Richtung 
gegeniiber der Netzspannung um fast 180^. 
An der Leitung tritt eine hoho 'Dberspannung 
Fig. 145. gegen Erde auf. Sie ist um so groBer, je nalier 

der sich einstellende Betriebszustand dem Resonanzpunkt liegt. 

Die Anderung der Phasenlage der Spannung z. B. am Trans¬ 
formator gegeniiber der Netzspannung nennt man das Kippen der 


Spannung. 

Erfolgt das Kippen an einer Phase eines Dreiphasentransfor- 
mators, so ergeben sich sekundar 3 um nahezu 60^ gegeneinander 
phasenverschobene Spannungen. Angeschlossene Motoren konnen 
dabei ihre Drehrichtung andern^). 

Das Verhalten bei konstanter Netzspannung und ver- 
anderlicher Netzfrequenz kann ebenfalls aus den Spannungs- 
charakteristiken Fig. 143 entnommen • werden. Diese gilt zuniichst 
fiir eine Frequenz co, fiir eine andere Frequenz o;' miiBten die Or- 

dinaten der P-Kurve mit —, die der P-Geraden mit (~%) mul- 

tipliziert werden. Es ist aber einfacher, die Charakteristik der 
Drosselspule unverandert zu lassen und den MaBstab zu andern. 
Die Lange fiir die konstante Klemmenspannung ist dann fiir die 

Frequenz co' mit ~ zu multiplizieren, die Ordinaten der P^.-6eraden 


mit —-,j . Bei kleinen Frequenzen liegt die Gerade der Konden- 

satorspannung steil, bei hohen flach. Bei kleinen Frequenzen ist 
daher nur ein Betrieb bei voreilendem Strom moglich, und die 
Kondensator spannung ist fast gleich der Klemmenspannung, die 
Drosselspulenspannung fast Null. Mit wachsender Frequenz steigen 
beide Spannungen bis zu einer bestimmten Frequenz, bei der die 
Netzspannung gerade gleich der Grenzspannung ist. Beim Uber- 
schreiten der Frequenz erfolgt das Kippen der Spannungen auf den 
Betrieb mit nacheilendem Strom, beide Spannungen fallen fast 


s. Petersen ETZ 1915. 
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plotzlich ab, iiberwiegt und P^ wird sehr klein. Die Frequenz, 
bei der das Kippen eintritt, hangt von der Klemmenspannung ab, 
je hoher diese ist, um so hoher liegt aucb die kritische Frequenz. 
Fig. 146 zeigt zwei charakteristische Kurven der Drosselspulen- 
spannung in Abhangigkeit von der Fre¬ 
quenz, P^^ flir niedere Klemmenspan¬ 
nung, P ^.2 fiir bohe, bei dieser ist bis 
zur doppelten kritischen Frequenz der 
ersten Kurve'das Kippen noch nicht ein- 
getreten. Die Drosselspulenspannung 
wachst somit bei konstanter Spannung 
und veranderlicher Frequenz bei Betrieb 
mit voreileiidem Strom nahezu linear 
mit der Frequenz, bei veranderlicher Klemmenspannung und konstanter 
Frequenz bleibt sie, wie oben gezeigt, fast konstant. Hierauf beruht 
der Frequenzmesser von Martienssen^), der diese Zusammenhange 
zuerst untersucht hat. 

1) ETZ 1910, S. 204. 
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65. Die Leitungskonstanten. 

Wir haben bei der Besprechung von Stromkreisen mit Kapa¬ 
zitat bisher nnr solcbe behandelt, bei denen ein Kondensator ein- 
geschaltet ist. 

Kapazitatswirkungen, d. h. Ladestrome, treten aber auch bei 
solcben Stromkre’sen auf, bei denen eine Anzahl Leiter, die eine 
Spannung gegeneinander besitzen, auf eine groBe Lange bin raum- 
lich einander nab© liegen, also bei Kabeln, langen Fernleitungen, 
Wicklungen von Mascbinen und Transformatoren. Der Verscbie- 
bungsstrom verlauft bier zwiscben den Leitern und zwiscben Leiter 
und Erde, ©r ist um so groBer, j© langer die Leitungen, d. b. j© 
groBer die Kapazitat und je bober die Frequenz und die Spannungen 
sind. Bei den niederen Frequenzen der Starkstromtecbnik spielt 
die Kapazitat bei boben Spannungen ein© besondere Roll©. 

In dem Leiter setzt sich der Verscbiebungsstrom als Ladestrom 
fort. Er fiibrt dem elektriscben Felde, das sich zwiscben den 
Leitern und zwiscben Leiter und Erde bildet, Energi© zu bzw. von 
ibm zuriick; er bestebt unabbangig da von, ob sonst nocb Strome 
durcb den Leiter fortgeleitet werden. In ein Kabel flieBt ein Lade¬ 
strom, aucb wenn an das- End© des Kabels keine Stromverbraucber 
angescblossen sind, das Ende offen ist. Sind Stromverbraucber 
an das Kabel angescblossen, so wird dem Kabel neben dem 
Verbraucbsstrom der Ladestrom zugefiihrt. Es tritt bier die 
Erscbeinung auf, daB der Strom am Anfang des Kabels einen an- 
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deren Wert hat als am Ende. Der durch die Leitung flieOende 
Strom erzeugt ein magnetisches Feld, dessen Energie mit dem Wechsel 
der Stromstarke schwingt. Die von dem wechselnden magnetischen 
Feld bedingten EMKe vernrsaehen eine Anderung der Spannung Itogs 
der Leitung, und hierdurch wird wieder bedingt, daB der Ladestrom 
in den verschiedenen Teilen der Leitung verschiedene Werte besitzt. 

Wabrend das elektrische Feld eine Anderung des Stromes Itogs 
der Leitung verursacht, bedingt das magnetische Feld eine Anderung 
der Spannung, beide miissen sich zufolge der Wechselbeziehung 
stetig andern. 

Die Ausbildung der elektrischen und magnetischen Wechselfelder 
bedingt bestimmte Verluste. 

Der Strom erzeugt Verluste durch Stromwarme im Leiter, und 
das vom Strom erregte magnetische Feld bedingt Verluste teils im 
Leiter — Skineffekt — teils durch Wirbelstrome in benachbarten 
Leitern, z. B. im Bleimantel bei Einleiterkabeln. Das elektrische 
Feld verursacht Verluste im Dielektrikum, die von der Hohe der 
Spannung abhangen und als dielektrische Hysteresis bezeichnet werden. 
Von der Spannung bedingt wird auch der Verlust durch unvoll- 
kommene Isolation. Bei Freileitungen fiir hohe Spannungen ent- 
stehen Verluste durch Entladungen durch die Luft, die sich z. T. 
sichtbar als Glimmerscheinungen, die sog. Korona, auBern. Man be¬ 
zeichnet alle diese Verluste als Ableitungsverluste. 

Fiir eine Leitung sind nun die folgenden charakteristischen 
GroBen zu beriicksichtigen. 

Die Energie des elektrischen Feldes ist | C, worin G die Ka- 
pazitat der Leitung ist. 

Den Energieverlust in der Zeiteinheit durch Ableitung setzt 
man p‘^A und bezeichnet A als Ableitung. 

Die Energie des magnetischen Feldes ist worin L die 

Induktivitat ist. 

Der Strom bedingt einen Energieverlust in der Zeiteinheit durch 
Stromwarme R ist der (Wirk-) Wider stand der Leitung. 

Man hat nun zur rechnerischen Verfolgung die Konstanten C, 
A, L, R gleichmaBig iiber die Leitung verteilt zu denken, derart, 
daB jedes Leitungselement den gleichen Anteil an den Konstanten 
besitzt, und bezieht diese Konstanten auf das Kilometer als Langen- 
einheit. Es ist also C die Kapazitat pro km, L die Induktivitat 
pro km usf. 

66. Strom- und Spannungsgleichungen. 

Wir betrachten zunachst eine Schleife, die aus Hin- und Riick- 
leitung besteht (Fig. 147). I sei die einfache Leitungslange. In 
einem Element der Schleife von der Lange dx im Abstand x vom 
Leitungsanfang flieBe der Strom i. 
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Im Abstande x sei die Spannung zwischen den Leitern, im 
Abstande x-\-dx ist sie p-\- ^ dx. 

0 X 

Die Induktivitat des Elementes der Scbleife ist Ldx^ der Wider- 
stand Rdx* 

Fiir das Schleifenelement gilt daher nach dem Induktionsgesetz 
, — Ldx^ — Rdxi-^ ip — p^ 

01 \ 0 X J 

Oder 

.(206) 

O X 0 V 


I- 

I 


Die zweite Gleichung 
- 1 - 



X -— 

Fig, 147. 


liefert die Bedingung der Kontinuitat 
des Stromes. Ist i der eintretende 
Strom, so tritt als Leitungsstrom 
3 'b 

2 ; J- dx aus; die Differenz des ein- 

_ _ ' dx 

tretenden und des austretenden Stro- 

dp 

mes dient als Ladestrom Gdx — 

dt 


zur Aufladung des Elementes, teils als Ableitungsstrom Adxp znr 
Deckung der Verluste. Daher ist 


Oder 


i ~|“ Adxp Gdx 


dp 

ft 


dx 


= Ap-{-G 


dp 

dt 


(207) 


GL 206 nnd 207 sind die Differentialgleichungen fiir die ranm- 
liche und zeitliche Anderung des Stromes und der Spannung. 

Da im stationaren Zustand eine einwellige Spannung bei kon- 
stanten Werten von L, B, A, G einen einwelligen Strom erzeugt, 
kann man die Differentialquotienten nach der Zeit durch Anwendung 
der symbolischen Schreibweise eliminieren und die Gleichungen fiir 
die Effektivwerte hinschreiben. 

Hierzu setzt man fiir ^ und nach Kap. Ill S. 31 j a>^ 

0 1 ot 

imd y CO ^ und erhalt 


II 

= ;?■ coi) g . . . 

. . . (208) 

dx 

=^{A + jo,G)^ . . . 

. . . (209) 
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Differentiiert man die Gleichungen nochmals nach. cc, so wird 

.( 210 ) 

. 

und durch Einsetzen von Gl. 208 und 209 

g = (i2 + ,-«L)(^4_,-„(7)5p .... (212) 


^ = (ie + /coi)(^ + /a,G)3 .... (213) 

Die Gleichungen sind von gleicher Form, d. h. Strom- und 
Spannungsverteilung langs der Leitung sind gleichartig und unter- 
scheiden sich nur durch Konstante. 

Die Gl. 212 wird befriedigt durch den Ansatz 

$ = .(214) 

worin e die Basis der natiirlichen Logarithmen und ^ und v zu 
bestimmende Konstante sind. Durch zweimaliges Differentiieren 
erhalt man aus dieser Gleichung 

= .(-gis) 

Setzt man GL 215 in Gl. 212 ein, so wird 

v = 0 ) 0 ) .... (216) 

Entsprechend den beiden Werten von v besteht das Integral 
(Gl. 214) aus zwei Teilen; das vollstandige Integral lautet: 

.(217) 

Nach Gl. 208 und 217 ist nun 

Die Int^rationskonstanten ^nd sind im allgemeinen 
komplexe Zahlen, sie steUen Spannungsvektoren daf und sind durch 
die Grenzbedingungen zu ermitteln. Der Exponent v ist ebenfalls 
im allgemeinen eine komplexe Zahl, es kann daher gesetzt werden 

r = a-j-jb. 

Urn a und h zu eimitteln, setzt man fiir v den Wert aus 
Gl. 216 ein 

= (a -f- jhf = [R-\-j(oL) (A-\-jcoC), 

— jab ==(RA — co^^LG) -^ jco (AL -f RC ). 

Indem man die reellen und die imaginaren Teile auf beiden 
Seiten einander gleichsetzt, erhalt man die beiden Gleichungen 
a^- — b^ = (RA — co^-LC)) 

2 ab = a)(AL-^RC) ) . 




-( 51 . 36 --^* —sr^e^^) . (218) 


(219) 
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Durch Quadrieren und Addieren dieser GJeichungen wird 

(a^ + 62)2 _ ^ ^2(72) 

a2 + 6" = + co'^L^) (A‘^ + oj^d^, 

und durch Vereinigung mit Gl. 219 




6 = ^i [co'-ZC — ZA + 4- co^-Z^) (A‘-'4- 


[ ( 220 ) 


Setzt man nun in Gl. 217 und 218 

g ±ra;g ± (« + ?&) a; g t eta; g ±jbx^ 

^tjhx — gQg sin hx 

so wird 


’^^e^^{GOshx-\~j sin bx) -j- {coshx — jsinbx) 


■v 


A-}-j CO C 


R -\-^(dL 


[ 94 e““®^ (cos hx — sin6rr) - 


- ^2 e ® ® (cos 6 a;sin 6 a: 

( 221 ) 


Jede dieser Gleichungen bestelit aus zwei Teilen, deren 1 
deutung erst untersucht werden soil Sieht man zunachst von d< 
Faktor ab, indem etwa a —0 gesetzt wird, so hat jeder ] 

standteil die Form 


^ (cos hx i j sin &cc). 


Jeder Vektor stellt eine einwellige Spannung dar, dei 
Amplitude sei, und deren Augenblickswerte daher 

Pa = ?>»>« sin («t + -vO 

sind. Ebenso bedeutet der Vektor der ebenso groB wie i?( 
und dagegen zeitlich um eine Viertelperiode voreilt, eine Spannt 

Pa' = PamCOS((Wt4-V>). ' 

Die Momentanwerbe der beiden Glieder der GL 22*1 sind dab 
V — Va (cjot-{-yj) cos bx±cos(cot-\-yj) sini 

=^amSin(co^ + V'±&i«).(22 2‘ 

Diese Funktion stellt fiir einen gegebenen Augenblick, d. 
fiir / = konst., eine raumlich sinusformige Spannungsverteilung la] 
der Leitung dar, und an einer bestimmten Stelle (a; —konst.) e 
zeitlich nach einer Sinusfunktion pulsierende Spannung. 

Schreitet der Winkel bx um 2 n fort, so hat man sich um e 
ganze Wellenlange X der raumlichen Sinuswelle fortbewegt. 
ist daher 

1 = ^.(223 

b ist das WinkelmaB. 
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Nach einer Zeit dt sind die Werte der Funktion (222) an einer 
jeweils um dx weiterliegenden Stelle der Leitung 

Vam sin [oi{t ^ dt) ±h{x (Za;)]. 

Diese Werte sind den friiheren gleich, wenn 
o:fdt zh hdx = 0 


ist. Dies bedeutet, daB die ganze Welle mit der konstanten Ge- 
schwindigkeit 


dt b ' 


(224) 


langs der Leitung fortschreitet, wobei das positive Vorzeichen ein 
Fortschreiten im Sinne der Zunahme von x, d. h. nacb dem Leitungs- 
ende, das negative nach dem Leitungsanfang bedeutet. Hiernach 
stellt sich also die Spannung langs der Leitung in Gl. 221 als 
Summe, der Strom als Differenz von zwei raumlich sinusformig ver- 
teilten Wellen dar, die mit konstanter Geschwindigkeit, die eine 
nacb dem Leitungsende, die andere nacb dem Leitungsanfang 
wandern. Die erste beiBt die Hauptwelle, die zweite die refiek- 
tierte Welle. 


Die Faktoren deuten an, daB die Wellen keine konstante 

Amplitude baben, sondern daB die Amplituden beim Fortschreiten 
nacb der x- oder — x-Ricbtung gedampft werden. a ist der raum- 
licbe Dampfungsfaktor. 

Die Fortpfianzungsgeschwindigkeit der Wellen ist nach Gl. 224 
der Periodenzabl des Wecbselstromes (co) direkt proportional. Ist 
T die Periodendauer; so ist unter Beriicksichtigung von Gl. 223 
und 224 


m 2 7t 1 

„==-_==--=y 


(225) 


Die Wellen legen in einer Periode eine Wellenlange zuruck. 

Der Faktor Spannungswellen zu 

V wL 

multiplizieren sind, um die Stromwellen zu erbalten, bat die Dimen¬ 
sion eines Leitwertes. Sein reziproker Wert 

.(226)' 

V A-j-jcoC ^ ^ ^ 

hat die Dimension eines Widerstandes, man bezeichnet ibn als 
„Cbarakteristik“ der Leitung oder als „Wellenwiderstand“. 

Bestimmung der Integrationskonstanten. 

Zur Ermittlune der Konstanten 5L und % gebt man von den 
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sei die Spannung der Strom 3^. Danach wird aus Gl. 221 fiir 
x = 0 

= + S^ = i(2r,-2rj, 

daher ^ 

nnd 

= I [(^3^ — 3 i S) (cos bx -J- j sin bx) 

“r (^1 4" 3i8) 6“®^.(cos bx — j sin bx)] 

3 = ^ [(^1 + Si8)6‘""''(<5cs6a; — / sin So;) 

— (^1 — Si 8) (cos bx -f- j sin bx )]. 

Fiir viele Rechnungen ist die Verwendnng der Hyperbelfunktionen 
sehr bequem. Da 

I (e“* -f e-“*) = Eof ax, | (e“® — e-“®) = ©in ax 
(S:ofaa; cos 5 a;-f-y ^inaxsinbx— (S;of {a-[-jb)x — (^o\vx 
(Siti ax cos bx -|— j (Sof ax sin bx = (Sitt (a -j- jh) x = (Siti vx 
erhalt man fiir GL 221a die Form 

^ (Sof vx — 3^3 (Sin vx j 

S = Si6ofrx — ^©mvx J ' ' ’ 

Rechnung der x vom Leitungsende. 

Haufig geht man bei Ermittlung der Konstanten und 
von den am Ende der Leitung bestehenden Spannungs- und Strom- 
werten aus. Dann ist es zweckmaBig, die Langen x statt vom 
Leitungsanfang vom Leitungsende an zu rechnen. Hierzu braucht 
man nur in Gl. 217 -\-vx und — vx zu vertauschen, und in Gl. 218 
statt dx — dx zu setzen. Dann sind die Gleichungen 
$ = 2I2 (^^® bx-\-j sin bx) -j- (cos bx — j sin &a;) 

S = ^ [at,e“* (cos 6X + J sin 6x) — e-(cos 6x — / sin 6x)] ’ 

Das Leitungsende ist jetzt x= 0 ; bier sei die Spannung 
der Strom somit erhalt man] 

^2 = 3t9 + 3t,, = 

daher ^ 

94 = i( 5 P 2 4 -S 2 S)> 2ti = i(?2 —S-2 3)> 

^==1 [( 5 Pa ”t~ 3 -> 3 ) e“®(cos6x-j-?'sinJx) 

+ ($2 — S 2 3)c““*(co8 6x — sin6x)] 

S=^[(5|S2 + (52 3 )c“*(cos6x-)-/ sin6x) 

— (^2 — 323)c~“*(cos6x — j sinix)]. 




(221 d) 
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Mit Hyperbelfunktionen erhalt man hier 
$ = (Sof + ^2 3 ^ ^ 

3 = S 2 4“ ©in vx 
3 


(221 e) 


An Hand dieser Gleichungen mogen die Eigenschaften der 
Strom- und Spannungsverteilung an einigen Beispielen naher er- 
lautert werden. 


67. Verlustfreie Leitung. 

Nimmt man an, daB die Verluste vernachlassigbar klein sind, 
so gewinnen die Gleichungen eine xibersichtlichere Form. Dieser 
ideelle Fall werde zunachst betrachtet und wir setzen 
E = 0, A = 0. 

Nach Gl. 220 werden dann 

a==0, b = o)VL^. 

Die Faktoren werden gleich 1, die Wellen haben raumlich 

konstante Amplitude. Die Wellenlange ist nach Gl. 223 

27c ^ T 

coVCL 


die Fortpflanzungsgeschwindigkeit nach Gl. 


2 _ 1 

T~yLC 


225 


(225 a) 


Diese Geschwindigkeit ist fiir Freileitungen sehr angenahert 
gleich der Lichtgeschwindigkeit (300000 km i. d. Sek.). Bei den in 
der Sfcarkstromtechnik gebrauchhchen Periodenzahlen ist die Wellen¬ 
lange sehr groB, z. B. fur /’==i = 50 i. d. Sek. 


l = vT^6000 km, 

die groBten bisher gebauten Kraftiibertragungen sind nur ein Bruch- 
teil einer Wellenlange. 

Bei Telephonstromen kann die Leitungslange dagegen mehrere 
Wellenltogen betragen, fiir 3000 Perioden i. d. Sek. ist ^ = 100 km. 
Die Charakteristik (Gl. 226) ist bei der verlustfreien Leitung 

^ = ]/§.(226a) 

Die Gl. 221 d fiir Spannung und Strom vereinfachen sich fiir 
a = 0 in 

$ = 0O8hx-{-j^^Z&ijihx 
S = S 2 cos 6* 4-/^ sin 6 a; 


. . . (221 f) 
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Diese Gleichungen konnen in einem Polardiagramm dargestellt 
werden, das ein anschauliches Bild von der Anderung der GrdBe 
und Phase der Effektivwerte bzw. der Amplituden von Strom und 
Spannung ergibt. Diese Darstellung ist zuerst von Breisig (ETZ 
1900, S. 87) angegeben worden, das hier gegebene Diagramm ist ein 
Sonderfall des spater abzuleitenden allgemeinen Falles. 

Ist in Fig. 148 OP^ der Vektor der Klemmenspannung am 
Ende der Leitung, so ist -die Projektion des um den Winkel 
hx — P^OA^ gedrehten Vektors auf die Richtung von OP^ 

OB^ = P^ QO^hx. 

Ist ferner OJ^—J^Z = OC^, so ist die Projektion von auf 
die zu OP^ seokrechte Richtung' 

OD^ =J^^Z%mhx. 


As 


1 st gegen P^ und 99 ,, verzogert, so eilt ;/^.,Zsin 6 x gegen 

um 90, gegen P^ um (90 — 99 J 
vor; man tragt also 
= 0D^ senkrecht zu OJ^ an 
ORj an. OE^ ist dann der 
Vektor der Spannung P im 
Abstand x vom Leitungsende. 
Fiihrt man die Kohstruktion 
durch (in Fig. 148 siiid 12 
Punkte im Abstand von hx 
= 30® gewahlt), so erhalt 
man als Ort fiir den Span- 
nun gs vektor der verlustfreien 
Leitung eine Ellipse. Die 
Momentanwerte erhalt man 
in bekannter Weise durch 
Projektion der Vektoren auf 
die Zeitlinie. 

Amplitude der Spannung vom 
und dann stark abnimmt, bis 



-- |\ 



/i 

A 




1 / 

aT I / 

\ / 



/ 



Fig. 148. 

Das Diagramm zeigt, daB 
Leitungsende an zuerst wenig 

1 7X> ^ , 

also = j 1 st. 


die 

zu- 


dx 


Bei etwas mehr als einem Viertel 


der Wellenlange ist sie um 90® in der Phase gegen P^ verschoben, 

sie nimmt dann wieder zu, erreicht in der Nahe von x==— wieder 

2 


ein Maximum und hat dort 180® Phasenverschiebung gegen die 
Spannung am Leitungsende. 

Aus der Konstruktion folgt, daB fiir induktionsfreie Belastung, 
99 g = 0 , die beiden Hauptachsen der Ellipse und J^Z sind. 

Fiir den Strom kann das gleiche Diagramm verwendet werden, 
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wenn man statt der Strome die ihnen proportionalen Spannungs- 
vektoren JZ betrachtet. 

Setzt man in die Spannungsgleichxing 221 f anstatt x den 

so erbalt man, da Gosihx — ^ 

^oj \ 2 ; 


Wert 


sin hx und 


sin 



= — cos bx ist, 


''4^ / --r \ = 4^2 sin X — j ^ 2 ^ cos b X . 

r 2~bi 


Fiir den Strom an der Stelle x foigt aber aus GL 221 f 

= ^ 2 -^ cos 6 a; -f- j $.3 sin bx, 

daher ist 




Der Vektor an der Stelle x ist ebenso groB wie der Spannnngs- 
vektor P an einer um Wellenlange zuriickliegenden Stelle, aber 
um 90® dagegen in der Phase im Sinne der Voreilung verschoben. 
Man sieht hieraus, daB die groBten Amplituden des Stromes und 
der Spannung um Wellenlange auf der Leitung voneinander ent- 
fernt liegen. Die Phasenverschiebung zwischen Strom und Spannung 
andert sich langs der Leitung. Am Ende ist sie^a^. Da der Vektor 
Pa ;i \ um 90® gegen zuriickliegt, bildet er mit dem Vektor P^^j, 
r-Tj 

der gegen J um 99 voreilt, den Wink el 

Ist also der Winkel zwischen einem Spannungsvektor und dem 
um Wellenlange zuriickliegenden stumpf, so ist 99 positiv: P eiit 
gegen J vor, wie fiir die Punkte 12 und 9; ist er spitz, so ist 99 
negativ, P ist gegen J verzogert, wie fiir den Vektor bei Wellen¬ 
lange OPj, gegen den der um Welle zuriickiiegende oinen 

spitzen Winkel bildet. Die Leistung ist aber an alien Punkten der 
Leitung konstant, weil wir die Verluste vernachlassigt haben. 

In Fig. 149 ist die Strom- und Spannungsverteilung langs der 
Leitung fiir 6 Augenblicke im Abstand von Period® dargestellt. 

Die Figur gilt fiir folgende Verhaltnisse. 

Es werde eine Leistung von 1000 kVA bei einem 003992 = 0,8 
mit einer Spannung von 50000 Volt iibertragen. Der Strom an den 
sekundaren Klemmen ist 


J 


2 


1 oo^oq^q^ 

0,8"^^0l}0 


= 25 Amp. 


Die Freileitung habe einen Durchmesser von 1 cm, die beiden 
Leitungon sind in einem Abstand von D=100 cm aufgehangt. 
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Die Induktivitat der Leitung pro km ist 


D 


i = [ 4 In ~ 1 J 10 “^ H/km = 0,002 22 H/km. 


Die Kapazitat ist 


1 10 “^ 

(7 = F/km == 0,005 25 • 10-" F/km, 


4 In 


D 9 


daher die Charakteristik 




002 22-10V 


005 25 


:650 Ohm 


und J^Z— IQ2b0Yo\t, d. h. etwa ^/g von P^* 



Bei Kabeln ist wegen 
der hoheren Dielektrizitats- 
konstante G groBer, die Cha¬ 
rakteristik Z ist kleiner und 
hat etwa den Wert 60 bis 
100 Ohm. Ebenso ist die 
Fortpflanzungsgeschwindig- 
keit dor Wellen kleiner, sie 
ist angenahert der Quadrat- 
wurzel der Dielektrizitats- 
konstante umgekehrt propor¬ 
tional. 

Da die Wellenlange fiir 
50 Perioden 6000 km be- 
tragt, ist eine Ereileitung 
von 100 km Lange nur 
der Wellenlange, d. h. ihi 
entspricht in dem Diagramm 


ein Winkel von 6 ® vom 


Ende. Hier ist die Spannung 
am Leitungsanfang hoher ak 
am Ende. Dagegen tritt bei 
offener Leitung, d. h. fiir 
= 0 , stets eine Spannungs- 
erhohung vom Anfang geger 
das Ende ein, hierfiir ist ja 
nach Gl. 221 f 

Sie ist um so auffffliger, je 


groBer h = coVLG ist, also bei Kabeln, bei denen die Wellenlange 
annahernd der Wurzel aus der Dielektrizitatskonstante umgekehri 
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proportional ist, starker als bei Freileitungen. Die Spannungs- 
erliohung im Kabel wurde zuerst von Ferranti beobachtet imd 
wird deswegen als „Ferranti-Pbanomen“ bezeichnet. 

An Hand des Diagramms konnen folgende Sonderfalle leicht 
Libersehen werden. 

1. 1st Jo ^ ^‘■1 ~ Ellipse in einen Kreis 

liber: Spannung und Strom sind langs der ganzen Leitung konstant. 
Hier besteht Hesonanz zwiscben den elektrischen und magnetiscben 
Feldern; denn wenn man fiir Z seinen Wert einsetzt, wird 

Die Energien des elektrischen und des magnetiscben Feldes der Lei¬ 
tung sind gleichgroB, die Felder laden sich gegenseitig. 

2. Stehende Wellen, Von Wichtigkeit ist ferner der Fall, 
daB die Ellipse in eine gerade Linie libergeht. In diesem Falle 
haben Spannung und Strom Itogs der ganzen Leitung gleiche Phase, 
sie iindern sich nur von Punkt zu Punkt der GroBe nach und 
kehren ihre Richtung an bestimmten Punkten um. Beim Richtungs- 
wechsel gehen sie an bestimmten Punkten durch Null hindurch, und 
dies bedeutet, daB die Strom- und Spannungswellen nicht mehr fort- 
schreiten, sondern stehen. 

Stehende Wellen bestehen bei der verlustfreien Leitung zu- 
niichst bei ofPener Leitung, d. h. bei — ^5 hierfiir ist 
$ = = j sin hx. 

Die Spannung hat ihre groBten Werte bei cr = 0, I ... und 

2 3 

ihibn Nulldurchgang bei % = der Strom eilt ihr 

um Periode vor und hat seine groBten Werte beim Nulldurch¬ 
gang der Spannung, und umgekehrt, Strom- und Spannungswellen 
sind um Wellenlange gegeneinander verschoben. 

Zweitens treten stehende Wellen auf, wonn die Leitung am Ende 
widerstandsfrei kurzgeschlossen ist, dann ist ^ 

^ = j^^Zsmbx, ^ = ^^QOBhx, 

und drittens erhalt man stehende Wellen, wenn Strom und Spannung am 
Leitungsende um 90^ gegeneinander phasenverschoben sind; denn 
dann fallen die Vektoren j^^Z in Fig. 148 stets in die Richtung von • 

Die Bedingungen fiir stehende Wellen bei der verlustfreien 
Leitung sind daher J^ = 0 oder = 0 oder 99 ., = 90^, also fur 
alle die Falle, bei denen ein Faktor der an dem Ende abgegebenen 
Leistung 

P,^ J 2 cos (p^ 

gleich Null ist, so daB sich als allgemeine Bedingung fiir stehende 
Wellen die ergibt, daB am Leitungsende keine Leistung abgegeben 
wird. Da die Leitung verlu^tfrei angenommen wurde, bedeutet dies, 
daB keine Leistung in die Leitung geschickt wird; sowie eine Lei- 
Fraenckel, Wechaelstrome. 2. Aufl. 13 
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stung abg6geb©n wird, luiisson die Wellon fortschroitenj also aiich 
dann, wenn die Leitung Verlust© besitzt. 

Spannungsresonanz. 1 st an die Leitung ©ine Kapazitat 
angescblossen, so besteht nach vorsteliendem eine stehend© Well©. 
Die Lang© an der die Spannung Null wird, ergibt sich daraus, daB 

cos bo; sin 6:^ 

sein muB, oder, da Jo=PoO}Cq ist, 

Fiir klein© Winkel (6a;), d. h. fiir ©in© im Verhaltnis ziir Wellen- 
lang© kurze Leitung kann man setzen 

tg.(6a;) — bx. 

Es wird also 

_ 1 
ZhmC‘ 


ist, wird 




l, = a)VLC 


J. _ 

coL ■ CO G(. 


Hierbei ist die induktive Eeaktanz des Leistungsstiickes von der 
Lang© X gleich der Kapazitatsreaktanz des angeschlossenen Kon- 
densators. Die Resonanzbedingung ist unabhangig von der Kapazitat 
der Leitung, vorausgesetzt, daB dies© klein ist gegen G^. 


68. Leitung mit Verlusten. 

a) Die unendlich lange Leitung. 

Um den EinfluB der Verlust© auf die Ausbildung der Wellen 
zu ubersehen, untersuchen wir einige Sonderfalle. Den Verhaltnissen 
in langen Telephon- oder Telegraphenleitungen kommt die Betraclitung 
der unendlich langen Leitung nahe. Darunter soil einc solche 
Leitung verstanden werden, bei der die vom fernen Ende nach dem 
Leitungsanfang zuriickwandernde, die reflekfcierte, Welle sich dort 
nicht mehr bemerkbar macht. Hierbei ist in Gl. 221 S. 186 die Am¬ 
plitude der reflektierten Welle fiir den Leitungsanfang (a; —0) 
gleich Null zu setzen. Damit werden und fiir den Leitungsanfang 

= = 

und die Gleichungen fiir Spannung und Strom im Abstand x sind 
$ = e”'*^(cos6a; — fsinba;)') , 

3 = 3^e-“®(eos6a: —isin&a:)} • * ' ' 
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Spannung und Strom stehen an alien Punkten der Leitung im 
gleichen Verkaltnis wie am Leitungsanfang ^== 33 , weil wir es eben 
nur mit einer Welle, der vorwartsschreitenden, zu tun haben. ^ und 
3 andem gleichmaBig ibre Phase, die Amplituden nehmen nach 
MaBgabe der Dampfungskonstante ab. Der Strom ist gegen die 
Spannung iiberall um den konstanten Phasenwinkel C der Charakte- 
ristik 3 verschoben. Schreiben wir 


so wird nach GL 226 S. 187 




f = —arctg 


A. _^ 

(oC coL 

(oC (oL 


, (226b) 


Je nachdem der Zahler in f positiv oder negativ ist, eilt die 
Spannung dem Strom oder der Strom der Spannung vor. 

Das Polardiagramm der Spannungs- 
und Stromvektoren erhalt man fiir die 
hier allein vorhandene vorwarts schrei- 
tende Welle durch Piickwartsdrehung des 
Anfangsvektors um hx und gleichzeitige 
Multiplikation mit als logarith- 

mische Spirale. In Fig. 150 sind 12 
Vektoren fiir eine ganze Wellenlange in 
Abstanden 5 a; = 30® aufgetragen. Der 
EinfluB der Dampfung wird besonders 
anschaulich durch Vergleich mit dem ^ 159 

bei der verlustlosen Leitung S. 193 ange- 

nommenen besonderen Fall, daB P=zJ>Z ist. Dort waren Strom 
und Spannung konstant, die Vektoren beschreiben einen Kreis; die 
Abstande der Spirale vom umschriebenen Kreis zeigen direkt die 
Dampfung. 

Die Spirale ist vollstandig charakterisiert durch das Verhaltnis 
von Dampfungskonstante a und WinkelmaB 6 . Nach einer Wellenlange 
haben Strom und Spannung wieder die gleiche Phase wie am Anfang, 

2 TT - 

ihre Betrage sind fiir x — X — — gesunken auf 

Es laBt sich schon iibersehen, daB bei einer endlichen Leitung 
mit Verlusten das Vektordiagramm im allgemeinen aus zwei logarith- 
mischen Spiralen zusammengesetzt ist, je einer fiir die vorwarts 
laufende und fiir die reflektierte Welle. 

In einem besonderen Fall verschwindet aber auch bei endlicher 
Leitungslange die reflektierte Welle. Bei endlicher Leitungslange ist 
das Verhaltnis der Spannung zum Strom am Leitungsende durch 
den Scheinwiderstand der angeschlossenen Apparate gegeben. Ist 

13* 
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nun nach GroBe und Phasenwinkel gleich der Charakteristik 
der Leitung, so stehen auch am Ende der endlichen Leitung Span- 
nung und Strom im gleichen Verhaltnis wie an alien Punkten der 
unendlich langen Leitung. Man sieht aus Gl. 221 d, die Spannung und 
Strom bei Rechnung der x vom Leitungsende darstellen, daB durch 
Einsetzen von $2 = 32-8 in Eicbtung der positiven x, also nach 
dem Leitungsanfang wandernde Welle, verschwindet. Die GL 228 
und die einfache Spirale haben also auch fiir diesen Fall der „reflexions- 
freien“ Leitung Giiltigkeit. 


h) Leitung mit Widerstand und Kapazitat. 


Bei Telephon und Telegraphenkabeln sind die InduktivitatL 
und die Ableitung A sehr klein und koimen in erster Annaherung 
vernachlassigt werden. Die ersten Rechnungen der Eortpflanzung 
von Telegraphenstromen in Kabeln nach W. Thomson beruhen 
hierauf. 

Fiir A = 0 und L — 0 wird nach Gl. 220 und 226 



Die Charakteristik ist umgekehrt proportional der Wurzel aus 
der Frequenz, je hoher die Frequenz urn so kleiner die Spannnng 
fiir einen bestimmten Strom, um so groBer aber die Dampfungskon- 
stante. Der Phasenwinkel von Z ist — 45®, der Strom eilt iiberall 
(bei unendlich langer oder reflexionsfreier Leitung) der Spannung 
um 45® vor. Die Amplituden sind nach einer Wellenlange auf 
des Anfangswertes gedampft. 

B eisp iel. Fiir eine Doppelleitimg eines vieladrigen Telephonkabels 
mit Adern von 0,8 mm wurde fiir co = 5000 bestimmt: i? — 64 Ohm km"”L 
(7 = 0,0365 lO-"* F, km"^ ^ = 0,9 10"" Siemens km"^ L = 0,() 


10 ^ Henry km Hiermit ist fiir co = 5000 

wahrend die Naherungsgleichung (230) 593 ergibt. Ferner sind 

a = 0,0749, 5 = 0,0781 nahezu gleichgroB. Die Wellenlange ist 

2 = 30 km, die Fortpflanzungsgeschwindigkeit v ~ 

— 64000 km Sek""^. 


Die Starke Dampfung begrenzt die Entfernung der Nachrichten- 
iibermittlung durch Kabel, besonders bei Ubermittlung der Sprache, 
weil die Obertone starker gedampft werden und die Sprache un- 
deutlich wird. 
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c) PupinkabeL 

Die Dampfungskonstante nahert sick fiir koke Frequenzen 
einem Grenzwert. Setzt man nack Gl. 220 






V 




O TT O 

cjo'‘L‘^ 






und entwickelt die zweite Wurzel in eine Peike, so wird unter Ver- 
nachlassigung von Gliedern kokerer Ordnung 

. 

Diese Gleickung zeigt, da6 es fiir kokere Frequenzen bei ge- 
gebenen Werten von R und A eine kleinsbe Dampfung gibt, die von 
dem Verkaltnis L : C abkangt und dort liegt, wo die beiden Teile 
gleickgroB sind. Dies ist der Fall fiir 

L:G = R:A .(232) 


co^oy^ 



Durck Einsckalten von Drosselspulen in Telepkonkabel hat 
Fupin sick diesem Minimum zu nakern gesuckt und eine ganz be- 
deutende Verbesserung in der Reickweite der Kabeltelepkonie erzielt. 
Das gleicke Ziel wird nack Krarup durck Umspinnung der Kabel 
mit Eisendraht erreicht. In beiden Fallen wird neben der Erkokung 
der Induktivitat auck der Widerstand der Leitung vergroBert. Sind 
z. B. Rq und Lq Widerstand und Induktivitat der Pupinspulen fiir 
1 km Leitung (die Pupinspulen werden in Abstanden von etwa 2 km 
in Kabel eingebaut), so wird in GL 231 L umL^ und R um ver¬ 
groBert. Es ist daher das Verkaltnis Lq : Rq der Drosselspulen, die 
sog. Zeitkonstante r moglickst groB zu waklen. Dies erfordert teure 

Drosselspulen. Durck Einsetzen von und R^ — ^ in GL 231 wird 


1 

a — — 


R 


+Vl/. 


0 " 




0 


Fiir einen konstanten Wert r kat a bei veranderlickem Lq 


em 


Minimum fiir 

und ist 


rR—1 

+ 


G- 




I Breisig, ETZ 1901, S. 1029; Liischen, ETZ 1908, S. 1150 u. 1913 S. 81. 
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ein Wert, der fiir Kabel (L~0) aagenahert 

ist und den EinfluB der von vornherein nicht bekannten Ableitung 
zeigt. Nach Breisig^) soil fiir eine deutliche Verstandigung bei 
Z km Leitungslange bis 4 sein. Seine Messungen^j an Doppel- 

leitungen eines Fernsprechkabels von 3 mm Drahtdurchmesser zeigten 
bei CO = 5000 im Mittel einen Wert a = 0,00314, wenn Pupinspulen 
von 0,15 H und 3,9 Ohm wirksamem Widerstand in Abstanden von 
1,7 km eingeschaltet waren, ohne diese a —0,018. Die Reichweite 
wurde durch die Spulen somit versechsfacht. 

Beim AnschluB einer Ereileitung an ein Kabel ist wegen der 
groBen Verschiedenheit der Charakteristiken die Bedingung der Re- 
flexionsfreiheit (S. 196) nicht erfiillt; das Kabel erfordert bei gleicher 
Spannung einen viel groBeren Ladestrom als die Ereileitung, die 
resultierende Dampfung wird verandert, man bezelchnet dies als 
Reflexionsverluste. Die Erhohung des Wellenwiderstandes der Kabel 
mit Pupinspulen ermoglicht daher eine bessere Anpassung an ange- 
schlossene Ereileitungen. 

d) Yerzerrungsfreie Leitungen. 

Die in Gl. 232 S. 197 abgeleitete Beziehung fiir das Minimum 
der Dampfung bei hohen Erequenzen B:L=A:C fiihrt zu einem 
weiteren Sonderfall. Eine Leitung, bei der diese Beziehung erfiillt 
ist, wird nach Heaviside verzerrungsfrei genannt. Es wird 
hiermit nach Gl. 226 die Charakteristik 

wie bei der verlustfreien Leitung. Die Eortpflanzungskonstante Gl. 216 
wird 

r=.(a + jd) = (Ii + fwL)]/^^(A + fcoO)]/^, 

somit 

j!^ _ 

a — = b=coy'LG. 

Zj 

Die Dampfungskonstante ist hier unabhangig von der Erequenz, 
Schwingungen von alien Erequenzen warden gleich stark gedampft, 
dies begriindet die Bezeichnung als verzerrungsfrei. Dies gilt freilich 
ohne Riicksicht auf die Erhohung des Widerstandes mit der Erequenz 
infolge Stromverdrangung. 

0 Breisig, ETZ 1914, S. 646ff. 
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Starkstromfreileitungen kommen diesem Fall haufig nahe. Fiir 
das Beispiel einer Doppelleitung S. 192 war Q — 0,00525 10“^ F/km"^. 
i/= 0,00222 H/km”^. Der Widerstand ist = 0,45 Ohm/km"*^ (fiir 

Q 0 00525 

die Doppelleitung). Es rniiOte daher-4 = .K-y = 0,45•- 10 ~"^ 

Ju 0,00222 

= 1,06 10 “^ S./km~^, was einem Isolationswiderstand (einschl. den 
evtl. Koronaverlusten) von rund 1 Megohm f. d. km entspricht. 

Das im folgenden abgeleitete Vektordiagramm zeigt uns den 
allgemeinen Verlauf, wenn 32 3^^2 ist, also die Zusammensetzung 
aus 2 Spiralen, und zwar fiir den besonderen Fall der verzerrungs- 
freien Leitung. Der Unterschied bei einer nicht verzerrungsfreien 
Leitung besteht dann nur darin, das die Vektoren J^icht mit g 
phasengleich, sondern um den Phasenwinkel f des Wellenwiderstandes 
(s. Gl. 226b S. 195) dagegen verschoben sind. Fiir die verzerrungsfreie 
Leitung ist f Null. 

In den Gl. 221 d ist jetzt 

^ = 2 [(^2 + ^ 2 ^) hx-\-j sin hx) 

(cos 5a; — 7 sin 5a;)] . (233) 

= I[(^^^ -|-(cos bx-^jsinbx) 

— ($2 — (cosbx — ^sinfea;)] . (234) 

In Fig. 151 ist OA^ der Vektor der Spannung am Leitungs- 
ende, OA^ der um den Winkel bx voreilende Vektor 

(cos bx-\-j sin bx ), 
der um bx nacheilende Vektor 

^2 (cos bx — j sin bx ). 


In der Figur ist wieder 
der Kreis, der einer Wellen- 
lange entspricht, in zwolf 
Teile geteilt, entsprechend 
dem Fortschreiten um bx 
= 30^. Die voreilenden 
Vektoren sind mit die 

nacheilenden mit zu 

multiplizieren; im ersten 
Fall erhalt man die mit OC^ 
bis OGq bezeichneten, im 
zweiten Fall die mit 01)^^ 
bis ODq bezeichneten Vek¬ 
toren nach der logarithmi- 
schen Spirale. Die Konstruk- 



Fig. 151. 


tion ist nur fiir sechs Punkte entsprechend einer halben Wellenlange 


durchgefiihrt, auBerdem ist die Periodenzahl gleich 100 angenommen. 
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so daB im friilieren Beispiel fiir eine lialbe Wellenlange e 2 =2,76 
ist, um die Figur nicht zu sehr zu verzerren. 

Addiert man zusammengehorige Vektoren OC^ und 0(7.^ 

und so ergeben sich die Vektoren bis die zunachst 

die Spannungsverteilimg fiir J^ = 0, d. h. bei der offenen Leitung 
darstellen, denn hierfiir ist Gl. 233 

=0) = I^2 ^ (cos bx-j-jsinbx)-{-e-^‘^(cosbx—j sin bx)] (233a) 
Diesem Diagramm entsprach bei der verlustfreien Leitung die ge- 
rade Linie. 

Subtrahiert man zusammengehorige Vektoren OC^ und OD^ usf., 
so erhalt man die Vektoren OF^ bis OF,^. Diese stellen nach GL 234 
^ = I (cos 6a; + j sin bx) — e- cos {bx — j sin 6a;)] 

' ^ (233b') 

die Stromverteilung bei offener Leitung {J^~0) dar. 

Wahlt man als Ausgangsvektor OA^ nicht sondern 
so stellen die durch Summation zweier Vektoren erhaltenen OE^ 
bis OEa in anderem MaBstab nach Gl. 234. 

^ = J (cos bx-{-j sin 6a:) + 6“ “ (cos bx — j sin 6a*)] 

(234a) 

die Stromverteilung fiir P.;j=0, d. h. bei kurzgeschlossenem Leitungs- 
ende dar, wahrend die durch Subtraktion zweier Vektoren erhaltenen 
OF^ bis OF^^ entsprechend Gl. 234 fiir P^=0 

^ ^ =l (cos 6a; j sin bx) — e- (cos bx — j sin 6a)] 

' ' ^ (234b) 

die Spannungsverteilung bei kurzgeschlossener Leitung abbilden. 



Nun zeigt sich durch Vergleich der Gl. 233 a, b und 234a, b 
mit 233 und 234, daB man die Spannungs- und Stromvektoren bei 
Belastung erhalt durch Addition der entsprechenden Vektoren der 
offenen zu denen der kurzgeschlossenen Leitung. 

In Fig. 152 sind die Kurven E^ — E^^ und F^ — F^^ noch- 
mals aufgetragen; der Vektor OA^ der Fig. 151 ist mit 0P„ be- 
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zeiclinet, da er die Spannung am Ende darstellt. Bei der Addition 
ist zu beriicksiclitigen, daB die Vektoren, sofern sie die dem 

J Z 

Strom proportionale Spannung J^Z darstellen, im Verhaltnis 

•L >2 

zu verkleinern und um den Winkel cp^ nach riickwarts zu drehen 

j- 

sind, um den gegen nackeilt. Mackt man also E^G^— X OF^ 

2 

und um cp^ gegen OF^ zuriickgedreht, so ist OG^ als Summe von 
OE^ und E^G^ die Spannung im Abstand von Wellenlange 
vom Leitungsende. Ebenso sind die Punkte G^ bis G^ gewonnen, 
die Vektoren OG^ stellen die Spannungsverteilung dar. Analog 
erbalt man die Vektoren OH^ bis OH^ der Stromverteilung, indem 

J Z 

man an jeden Vektor OF^ den im Verhaltnis verkleinerten und 

•^2 

um 9^2 gedrehten Vektor OE^ gleich F^H^ antragt. Der erste Vektor 
ist 0/2? Strom am Leitungsende darstellt. 

Diese Diagramme fiir und g treten an die Stelle der bei 
der verlustfreien Leitung gefundenen Ellipsen. 

Auch bier hat die Spannung ihre kleinste Amplitude ini Ab¬ 
stand von etwa Wellenlange vom Leitungsende. 


69. Ermittlung der Konstanten einer Leitung durch den 
Leerlauf- und den KurzschluBversuch. 


Es soil nun gezeigt werden, wie die Konstanten der Leitung 
durch Messung ermittelt werden konnen. Hierzu geniigen Strom-, 
Spannungs- und Leistungsmessung erstens bei Leerlauf, d. h. bei 
offenen sekundaren Klemmen, und zweitens bei KurzschluB, d. h. 
bei widerstandslos verbundenen sekundaren Klemmen. 

1 . Leerlauf. Bei offenen sekundaren Klemmen bestehe an 
diesen die Spannung ^2? S2 Null. Am Anfang der Leitung, 
fiir den x — l ist, erhalt man nach Gl. 221 d und 221 e die Leerlauf- 
spannung und den Leerlaufstrom 3^^^. 


fiV I I g— V I 

^ao= % = % ©Of H 


c-__ 

'OiO” 


% 


s 


s 


^inivl) 


[ . . . . (235) 


Das Verhaltnis des Leerlauf stromes zur Leerlauf spannung ist 
der Leitwert fiir Leerlauf y^. Es ist 

= = = . . (236) 




3 


Man kann den Betrag als das Verhaltnis des primaren Stromes 
/jQ zur Spannung durch Messung ermitteln, und wenn gleich- 
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zeitig die Leerlaufleistung gemessen wird, ergibt sich der 

Pbasenwinkel cp^ aus 

cos r"- 

^ 10 ''lO 


2 . Kurzschlu 6. Bei kurzgeschlossenem Leitungsende ist P 2 = 0. 
Schickt man durch die kurzgeschJossene Leitung den Strom so 
seien Spannung und Strom am Anfang und aus Gl. 221 d 
und e ergibt sich 


^|5a.= Sa 3 = 3,3 ©in {vl) 

gy Z I g —vl 

Si;c= Sa-2-^ 


. . . (237) 


Das Verhaltnis dieser beiden GroBen ist der Scheinwiderstand bei 
KurzschluB Zj,. Es ist 




= -^ = 
Sis 


Z . 


/>v I 


+ 6 ' 


i—rZ 


:3£g(rZ) . . (238) 


Man erhalt wieder den Betrag 2 ^ als Verhaltnis von 
und durch Messung der Leistung bei KurzschluB Nj^ 


cos 9 ?^ = 




zu 


J 


1 /c 


Aus den beiden Gl. 235 und 238 ergibt sich nun 

''^‘5o5s = ^ip;^ = 3:9(»'?).(239) 

und 

y [A + jcoC) . 

Um aus 61. 239 

V = (a + jl) = V{R + jcoL) (A + . . . (241) 

zu ermitteln, multipliziert man Zahler und Nenner mit e”* und erhalt 

1 /- —1 

' *5oift ^ivi I ~ Y > 

Oder 


^ + V^ojjc ^ 
^ 8 s 


. (239 a) 


woraus v ermittelt werden kann. Nach Gl. 240 und 241 ist dann 

(22 + 7 ft) If) = ^3 


und 


{A-\-jcoCf)-- 


8 


. . (242) 
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Zur Ausrechnung setze man 


Vl?o5;= = V2/oZfee-’' * 2 -=Vy^z^{cos 

daher nach GL 239a und 241 

. ^ h 
■Vl5o h 


Vo 4 “ Vk 


Vo + Vh 




g2)'Z_g2 (a + jfe)?. 


1 + cos + j sin 

1 — !/«'.+ 2 (' vj^ sin 


l+2/o*k—2V2 /o2;.cos- 

Nun ist auf der linken Seite 


'Po + ^ 
2 


^2rZ. 


,g2(a4-y6)z _ g2az 2 feZ -|- ^‘ siu 2 &Z). 


Setzt man die reellen und die imaginaren Teile auf beiden 
Seiten einander gleich, so wird durch Division 


tg 2 6 Z = 


2 Vj/oZfcSin 




- yo\ 


6 = -arctg. 


2 V^o^fc 


9^0 4 “ Vk 


■Voh 


(243) 


Ferner wird 


Ctl . 


^/(l —+ 


,.„2 950 + 


1 4“2/o^)c ^ ^Vo^k 


Vo 4~ V k 




^ y(l-yo2j" + 42/o2.sin 


2 


1 4- Vo^k — 2 V2/o*fc °o® 


(244) 


Hiermit sind a und h und damit v == (a jh) bestimmt. Aus 
GL 223 ergibt sicb ferner 


8_..c_yk yj. 


<Fk - fa 


^0 ^ Vo 

und mittels der GL 242 konnen nun R, A, L, C berechnet werden. 
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Strom- und Spannungsgleichungen mit den bei Leerlauf 
und bei KurzschluB gemessenen Konstanten. 

Wie bei der Konstruktion des Vektordiagramms Fig. 152 auf 
Grund der Gl. 223 und 224 gezeigt war, setzen sicb die Strome und 
Spannungen bei Belastung zusammen aus den entsprechenden Werten 
bei Leerlauf und bei KurzschluB. 

Zur Berechnung der Beziehung zwischen primaren und sekim- 
daren Stromen und Spannungen fiir irgendeinen Belastungszustand 
an den Enden einer Leitung von gegebener Lange fiihrt man diese 
Zusammensetzung auf die direkt meBbaren GroBen und Zj^ zuriick, 
wie von Franke und Breisig zuerst gezeigt wurde. 

Aus Gl. 235 und 237, S. 201 u. 202, geht hervor, daB das Ver- 
haltnis der primaren Leerlaufspannung zur sekundaren Spannung 
ebenso groB ist wie das Verhaltnis des primaren KurzschluBstronies 
zum sekundaren Strom, namlich 

4^2 'v5-2 


Dieses Verhaltnis, das mit (£ bezeichnet werden soil und das 
eine komplexe Zahl ist, laBt sich wie folgt durch die meBbaren 
GroBen und Zj. ausdriicken. 

Nach Gl. 239 ist 




X9'^(v^) = 


{vl) 
{vl) * 


Nun ist fiir die Hyperbelfunktionen: 


daher 


Oder 


{vl) — {vl) = — 1, 

_(s:of(rZ)—1 1 

(Sof (rZ) (Sop(i^Z)’ 




1 


(245) 


Hiernach ist nach Gl. 235 und 237 


bei Leerlauf (s;, 

bei KurzschluB = 

Durch Addition wird bei Belastung 


^10 ^0 ^2 ^ 


(246) 


Die weitere Diskussion dieser Gleichungen folgt in Kap. XII. 
Die hier neben t)Q und auftretende GroBe = heiBt 
nach Breitfeld^) der Kabelfaktor, nach der Definition ist er das 


E. u. M. 1907, Heft 47. 
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Verhaltnis der primaren zur sekundaren Spannung bei Leerlauf. 1st 
er kleiner als 1, so tritt bei Leerlauf Spannungserhohung am Leitungs- 
ende auf (Ferranti Phanomen s. S. 193), sonst Spannungsabfall. In 
dem Vektordiagramm, Fig. 152, S. 200 ist der Betrag G das Ver¬ 
haltnis einer Lange OE^ bis OE.^ zur Lange OP^, und y der Winkel 
zwischen diesen Vektoren. Spannungserhohung bei Leerlauf tritt 
danach im allgemeinen fiir Leitungslangen bis zu etwas mehr als 
ein Viertel der Wellenlange auf. 

70. Die Leitungskonstanten bei Mehrfachleitungen. 

Die Berechnung der Erscheinungen auf Leitungen wurde auf 
vier GroBen L, R, G, A zuruckgefiihrt, die man als ^.Betriebskon- 
stanten^ bezeichnet, und die Bechnung wurde an dem einfachen 
Beispiol einer Schleife aus Hin- und Riickleitung erlautert. 

Bei Vereinigung einer groBeren Anzahl Leiter, wie bei Mehr- 
phasenleitungen, Telephonkabeln usf., die man als Mehrfachleitungs- 
systeme bezeichnet, und die aus einer Anzahl Leiter und eventuell 
einer leitenden Hiille oder auch der Erde als Biickleitung bestehen, 
sind die in die Bechnung einzusetzenden Betriebskonstanten 
je nach der *Betriebsart gewisse Kombinationen von anderen, den 
Fiindamentalkonstanten. 

Eine vollstandige Erlauterung des Zusammenhanges dieser GroBen 
ist von Emde und Diesselhorst, ETZ 1909, gegeben; es sei darauf 
verwiesen und hier daraus nur folgendes angefiihrt. 

a) Kai)azitat und Ableitung. Als Fundamentalkonstanten 
gelten die Kapazitat C und die Ableitung A eines Leiters, der die 
Spannung p gegen Erde hat, wahrend alle anderen Leiter einschlieB- 
lich der Hiille geerdet sind. Dann ist 

die elektrische Energie des Systems, 
p^^A der Energieverlust in der Zeiteinheit, 
q = Gp die Ladung des Leiters, 
q^=:Ap der Ladungsverlust in der Zeiteinheit. 

Sind in einem System von n Leitern die Spamiungen der Leiter 
gogon Erde • • • 2^,^? so ist nach Maxwell die Ladung des /^ten 
Leiters 

= + + • • • • ( 247 ) 

der Ladungsverlust in der Zeiteinheit 

= + . . . • (247a) 

C/,„ und sind die Kapazitats- und Ableitungskoeffizienten. Es ist 

= . 

Diese Koeffizienten werden auf die zuvor definierten Fundamental¬ 
konstanten durch folgende zwei Messungen ziiruckgefiihrt. 
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1. Sind alle Leiter auBer dem betrachteten (/i) einschlieBlich 
der Hiill© geerdet, wahrend er die Spannung gegen Erde hat, 
so ist 

ist die zuvor definierte Kapazitat des Leiters ju, 

2. Sind alle Leiter auBer zweien (// und v) einschlieBlich der Hiille 

geerdet, und haben diese beiden die Spannung — p gegen Erde, 

so ist die Summe ihrer Ladungen 

^{.t “f" f.1 “f"' 2 y —1~ Cy y'j P • “ Gy P 

V (pfi 2 V “f" '^) 

ist die Kapazitat der beiden vereinigten Leiter. Samtliche ~n{n-\-l) 
Kapazitatskoeffizienten 

Cu = V = - I “1“ - (^fc v) • . . (248) 

sind hiermit durch ebensoviele meBbare Kapazitaten bestimmt. 
Analog gilt fiir die Ableitungskoeffizienten 

j ^/Li V — 2 ’0’ * * * a) 

b) Induktivitat und Widerstand. Als Fundamentalkon- 
stanten gelten Induktivitat und Widerstand einer Schleife, die 
durch Verbinden der Enden zweier Einzelleiter entsteht; flieBt in 
dieser' Schleife der Strom wahrend alle iibrigen stromlos sind, 
so ist 

I die magnetische Energie des Systems, 
der Energieverlust in der Zeiteinheit, 

0=zLi der InduktionsfluB der Schleife, 

der induktive Spannungsabfall der Schleife, 

(hb U/U 

^=zRi der Ohmsche Spannungsabfall. 

Entsprechend den Spannungen rechnet man zweckmaBig a;uch die 
Induktionsfliisse von der Hiille aus. Der InduktionsfluB einer Schleife 
aus den Leitern pL und v berechnet sich dann als Differenz der In- 
duktionsfliisse zweier Schleifen und v^, die aus dem Leiter /^ 
bzw. V und der Hiille (Index 0) gebildet werden. 

^ == 0 _ 0 

Analog 247 wird dann 

^uQ — • • • H” 

^f.1 V '—~ fj. * 

Die Induktionskoeffizienten sind wieder durch zwei Messungen 
auf die Fundamentalkonstanten L zuriickzufiihren. 

1. Man bilde eine Schleife aus dem Leiter p, und der 
Hiille, alle anderen Schleifen sind offen. Alle i sind Null, auBer 
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Es wird 

ist die Induktivitat der Schleife /x — 0. 

2. Man bildet die Schleife fi — v, alle anderen Schleifen sind 
offen. Alle Strome sind Null auBer Es wird 

0 0 f.1 ^ V I"" r) v ^ - 

^^fXV ~|~ ^vv 

ist die Induktivitat der Schleife /x — v. Die 19^ (?t-[-1) Induktions- 
koeffizienten 

(X ^f.1 0 V — 2 0 ~i~ 0 • • (24:9 j 

sind hiermit durch ebenso viele meBbare Induktivitaten bestimmt. 
Die Widerstande werden am. einfachsten als Schleifenwiderstande 
= bestimmt, worin R^ die Widerstande der Einzel- 

leiter sind. Setzt man den Ohmschen Spannungsabfall einer Schleife 

%!.IV - %(.L %V Rj-l R^V '^v 

X,a0 — + ^<4*2 h~\~ ••• 4 j 

worin r^v==l {Rj^ Q-j-Ry^ — Rf^ r) und R^, == 0 

ist, so hat man eine analoge Form wie fiir die Induktivitaten. Die 
Koeffizienten konnen aus den Einzelwiderstanden berechnet 
werden. 

Die Betriebskonstanten werden durch Einsetzen der beim 
Betrieb giiltigen Bedingungen erhalten. 

Beispiele. 1. Die Einphasenleitung mit symmetrischer 
Anordnung der Leiter gegen Erde. Ist p die „Betriebsspannung“ 
zwischen beiden Leitern, so sind die Spannungen gegen Erde 


P 

Wegen der Symmetrie ist 

G, = ( 

und nach Gl. 248 

~ ^11 Pi ^12 Pi ” (^11 ^ 12 ) 2 ~ i ^ 12 ) P * 

Die Betriebskapazitat ist 

= .(250) 

Jr 

Fiir Betrieb mit Einphasenstrom ist — — i^. Es ist nach 
Gl. 249 

^11 “ “^10 ^2 ~-^20 J ^12 ~ (“^10 2 -^ 12 ) ’ 

^12 ^10 ^20 \ ^11 H “ S ^12 ^*2 ^22 \ ^24 ^ 1-^12 * 
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Die Betriebsinduktivitat ist 

0 

.(251) 

^1 

2. Symmetrische Dreipbasenleitung bei symmetrischem 
Betrieb (bei groBer Entfernung der Leiter gegen Erde). Die Span- 
nungen gegen Erde sind die Pbasenspannungen, daher p^-|--^2--|-P3=0. 

Bei symmetrischer Anordnung ist 

^11 ^*22 -^ ^33 ' ~ ^‘2 ^3 ? 

^13 “ ^23 “ ^31 ’ 

^13 ^33 ^31 (^1 2 ^12) 

= ^11 Tx + <^12 V-2 + ^13 Ts = ^11 Pi "T ^12 (p-. + ^3) = (^11 <^12 ) Pi 

= PiHOx-lo,^- 

Die Betriebskapazitat bezogen auf die Pkasenspannung ist 
C = 2(a,-|(7J.(252) 

Fiir i^A~ ist, da bei Symmetrie 

hi~ ^2 “ Kz “-^10 =-^o{) 

^12 ^-23 '2 *^13 ’ 

^10 = ^*1 ^11 "H S ^12 + h Kz h ^10 + (4 + ^3) (-^10 — 2 -^12) = 2 h h -• 

Die Betriebsinduktivitat ist fiir eine Phase 

L = IL^.^ .(253) 

3. Bei einer atmosparischen Ladung (s. Kap. XIV) erhalten alle 
Leiter die gleiche Spannung p gegen Erde. Die Betriebskapazitat 
wird hierbei fiir die Einphasenleitung C~G^^, analog bei der Drei- 
phasenleitung, da 

+ S'2 H" ^'3 — ^ (^11 + ^12 + ^-yS) P = d (— + (7^2) P 

Fiir den Entladestrom ist == === i 

^10 = ^ Qll + ^2 + ^13) == Ao -'^12] 

L — 3Lj ^^^— fiir die Dreipbasenleitung, 

'L==2 L^q — „ Einphasenleitung. 

Teilkapazitaten. Bei manchen Rechnungen ist es zweok- 
maBig, die Max wellschen Kapazitixtsgleichungen (247) in etwas ver- 
anderter Form zu schreiben, namlich 

=hi Pi H- (Pi — p-^+hti ('Pi — + • ■ • ] 

?2 = ^22 P-i "f"' ^21 (Pl Pi) hs ^Pi Pa) ~1~ • • • I 


Zwischen den Koeffizienten k und c bestehen die Beziehungen 

z d.(255) 

^12 " ^12 j ^21 ^21 -1 
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Wahrend die auBer fiir fx — v alle negativ sind, sind alle 


positiv und heiBen Teilkapazitaten. Das Gleichungssystem 


(254) gibt durch die Teilung des Verschiebungsflusses in Teile, die 
zwiscben jedem Leiter und Erde und zwischen je zwei Leitungen 
verlaufen, ein besonders anschauliches Bild der Ladungsverteilung. 
Fiir eine Dreiphasenleitung (Fig. 153) z. B. entsprechen 


den k^^^ ^225 ^33 


die Teilfliisse zwischen den drei 


Leitern und Erde, den k^^, k^^, k^^ die zwischen zwei 


Leitungen und konnen schematisch durch Ersatz- 
kondensatoren dargestellt werden. Ein ErdschluB eines 
Leiters entspricht in diesem Schema einer Uber- 


briickung der betreffenden Teilkapazitat gegen Erde, k 


z. B. k 


11 - 


Die Berechnung der Koeffizienten (7, c und k 
wird auf die Maxwellschen Potentialkoeffizienten 
Oder elektrischenInduktivitaten 7 zuriickgefiihrt, 
mittels derer die Spannung jedes Leiters gegen Erde 



Fig. 153. 


durch die Ladungen samtlicher Leiter bestimmt wird, nach der 
Gleichung 

= + + .... (256) 




Hierin ist fiir Freileitungen fiir 1 km Lange mit Bezug auf 
Fig. 154 






:2-9ln2-^'km//xF, 






2-9ln-yP^km/z^F (257) 


A.. 


Bei unsymm etrischen Anordnungen erhalt man 
aus den 7 die Koeffizienten c der Gl. 247 am ein- 
fachsten mittels der Determinanten des Gleichungs- 
systems 256 und mittels GL 255 die Teilkapazit aten k. 

Bei symmetrischen Systemen werden die 
fiir sich und die fiir y^^y fiir sich gleich. 

Fiir die Einphasenleitung Fig. 156 ist z. B. 


D '12 ^ V4A^“j-Z)'^, wofiir bei groBer Hohe angenahert 
2 h gesetzt werden kann. Hier wird 


2 Ji , 



Xii = 729 = 2 ■ 9 In — km//^F 


Fig. 154. 


7i9 


2 h 


= 2 • 9 In — km/^F 


7u 1 7i9 


/iF/km \ 


7i9 




‘7ii- 

. Ir 


•7i9 

7i9 


• juFjkm 


..Tflh-m 


(258) 
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Fiir Einphasenbetrieb = — Pi) wird die Betriebskapazitat 

0 = - - -. 

7ii — 

Piir das Z weileiterkabel Fig. 158 S. 212 gelten die Beziehuiigen 
258 mit 

_ 9 , — 


Til == ?'22 


= 2 --ln: 


- km/,MF, 


^ 1 "{“ Q" 1 I ~t? 

2 - - In km//xF. 

s 2 U Q 


Pur die Dreiphasenleitung (Fig. 157) kann man, wenn die 
mittlere Hohe Ji uber Erde gro 6 gegen den Leiterabstand ist, an- 
genahert setzen. Man erhalt dann dieselben Werte 

„ und y„, wie fiir die Einphasenfreileitung. Hier ist 




Cii = ^11 


YfMfl T~ /jU V 

5 

Yfi fi Yju V 


c,.=—K 


Yit Yf^'y 


Y ft Y [i- 


Fiir das Dreiphasenkabel Fig. 159 gelten wieder die Gl. 259 
mit den Werten 

. 9 , ^ q\ , ^ 


7,,,, = 2 — In' 


-km/'/^F, 


9 - B"" —j— 

7 ^,„ = -In kml/xh . 

Fiir symmetrischen Dreiphasenbetrieb -f- — ist die 

Betriebskapazitat 

c== -’ 

YtU fi 7^ V 

Die mJlgnetischen Induktionskoeffizienten Z^.,, (Gl. 249) berechnen 
sich nach S. 14 und 132. 

Sieht man von dem magnetischen Feld im Innern des Leiters 
ab, das z. B. bei Fireileitungen sebr klein ist, aber auch bei hohen 
Frequenzen wegen der Stromverdrangung nahezu Null ist, so gilt 
die Beziehung 

^jn V • Y!■*■ y^ > c , 

worin c die Lichtgeschwindigkeit ist. 

Fiir !Preileitungen ist e==^a=l, und wenn 7 ,,,, in km//iF, Z^,.,, in 
Henry/km gesetzt wird, 

1:9.10^. 


Wir geben in nachstebender Tabelle eine Zusammenstellung 
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(lor Botriebakapazitaten und Induktivitilten der gebrauchlichsten 
Loitoranordnungon ^). 


C Mfcl/km 


L Henry/km 


1 Draht', Erdc aln Riick- 
Icitung (Big. 155) 


41n-^ +0,5J 10- 


EinphaHonfroileitiing 
(Big. 156) 


41n-^ + lj 10"-‘ 


Dgl. unter Bc^nicksich- 

tigung der Brde 2 In 


J 1 

'2hY 1'0 


SynumU-riHeho Drei- 
phaB(mfreilcitung pro 
PhaH(^ (Big. 157) 


21ii^» + 0,5j 10-^ 


BinphaHonkabol, Mail” 

tel geerdet (Big. 158) 4 In 


SymmetriaehoH Drei' 


9 Uln^.^'^.+ l 10 -' 

a + ^ ^ 


ii“ — 1 )“ 


KonzentriHcdiCB Kabol 

( 1 <V. 160) a) . 1 

a) BetriebHkapazitat, ^ 9 

wenn AuBtmleiter ge- 
(irdcit. 

1 I ' 

Bei geerdotom Mantel b) ^ - 

iHt a) Kap. dee inno- ‘ In— In- 

nm LeitarK, b) Kap. *- 

doB llufieran Loiters 


piiaBcmkabeU Mantel 1 *1 1 ^ (' 

gec^rdot (Big, 159) ■»'»« ^ « I ^ 


10 - 


i21n“:^ + 2, , In *•- 

L «, (aa^ — a^'-y aa 


Big, 155, 





Fig, 156. 


Big. 157. 


') S. Breisig, ETZ 1898; Lichtenstein, ETZ 1904; Orlich, BTZ 1908, 
S. :ilO; Orlich, KapazMt und Induktidtiit. 


14* 
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71. Ersatzschaltungen fiir Starkstromleitungeii. 


Bei den niederen Frequenzen der Starkstromtechnik ist eine 
betrachtliche Leitungslange nur ein kleiner Bruchteil der Wellen- 
lange. Hierbei rechnet man oft mit einem vereinfachtem Schema. 
Man denkt sich entweder einen Ladestrom in der Mitte der Leitung 
und erhalt Fig. 161 mit einem Leitwert y zwischen zwei Schein- 
widerstanden \z. Oder man denkt sich am Anfang und Ende 
je einen Ladestrom entsprechend Fig. 162 mit zwei Leitwerten 




-£i- 




Iv 




1 


L 


fy 


Fig. 161. 


Fig. 162. 


an den Enden eineg 
Scheinwiderstandes 2 . Damit 
diese Ersatzschaltungen die 
Verhaltnisse zwischen Stro- 
men und Spannungen am An¬ 
fang und Ende der Leitung 


gctreu wiedergeben, sind y und z so zu bestimmen, da6 sowohl be 
Leerlauf wie bei KurzschluB sich die gleichen Werte wie bei dei 
wirklichen Leitung ergeben. 

Erste Ersatzschaltung Fig, 161. Hier gelten die Glei 
chungen 




3i- 


33 = 9(^1-15 Si)/ 


(260) 


Fiir g.^z=0 erhalt man hiormit das Verhaltnis der Spanmmger 
und den Leitwert bei Leerlauf 


5l?io 


% 


— (1 +i95)> 


SlO 




10 


1 4 “ 2 95 


. . (261a) 


Diese Werte sind bei der wirklichen Leitung (£ = Eof (v 1) unc 

5^ = l3;ang(i'Z) (s. S. 201, Gl. 235 u. 236). 

<0 

Fiir ^2 = 0 ist das Verhaltnis der Strome und der Schein 
widerstand bei KurzschluB 




= (1 4“ 2 9 5 ) ) 


^llc 

Sis 



1 

1 +195 


. (261b) 
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Diese Werte sind bei der Leitmig nach Gl. 237 u. 238 S = (£of (vl) 

Damit das Ersatzschema die Leitung widerstandsgetreu ab- 
bildet, ist hiernacb zu setzen 


i, = * S . ©in {yl) 
9 = t5o<£ ==i©in()'Z) 


. . . (262) 


Durch Reihenentwicklung der (Bin nnd ^of wird 

(vlf [vlf 
3! 


1 




|8 = 3(»'0 


2 . 


(rlf 




5 ! 

4! ‘ 

‘ 3! * 5! 


2 ! 


Beschrankt man sich auf die quadratischen Glieder der Reihen 
und setzt nach S. 202 Gl. 242 

3 (W) = (22 + jo.L) I, i ivV) = [A^j 0 iG)l, 

dann ist 


1 5- = 1 1 {E + jo^L) [1 — ^ P {BA — (o^^LO -f- j (coLA + cdCB)}] \ 

5= l(A-{-jwC)[l-{~ lP{EA-^(D^LO-i-j{a:>LA + coOE)y]] 

(263) 

Die Glieder vor den eckigen Klammern sind fiir | § Wirk- und 
Blindwiderstand der halben Leitung, fiir t} Wirk- und Blindleitwert 
der ganzen Leitung. Es fragt sich, bis zu welchen Leitungslangen die 
in Klammern stehenden Eaktoren vernachlassigt werden konnen. 
Dies wird offenbar der Fall sein, wenn der groBere nicht mehr als 
1 ^/q von der Einheit abweicht. Die Leitungslangen seien fiir zwei 
praktische Ealle ermittelt. 

a) Dreiphasenfreileitung fur 110000 Volt, 120 qmm, 
50 Per./sek. Die Konstanten je Phase sind: jK = 0,15 Ohm/km, 

j&=z=o,0013 H/km, G = 0,009 10"^ F/km, J. = 0,5 10“^ Siemens/km. 
Das groBere Korrekturglied steht im Ausdruck fiir , es weicht hier 
von 1 ab um P [—0,1B 0,105] 10"■^^ Der Betrag ist P 0,208 10”^ 

und wird 0,01, wenn 220 km ist. 

b) Dreiphasenkabel fiir 10000 Volt, 50 qmm, /*= 50 Per/Sek. 
Mit i2 = 0,36 Ohm/km, L = 0,00035 H/km, G = 0,185 • 10”^ F/km, 
^ = 0,5-10”^^ Siemens/km je Phase, weicht der groBere Korrektur- 
faktor von der Einheit um P[ —1,03-f-3,5) 10""^ ab. Der Betrag 
wird gleich 0,01, wenn Z^52km ist. 
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Hieraus folgt, daB man in vielen praktischen Fallen fiir 3^ 
zwischen zwei Speisepunkten die Korrektur ganz vernacbl^ 
kann. 

Zweites Ersatzschema (Fig. 162). Hier ist 

. 

Diese Gleichungen entstehen aus Gl. 260 durch Vertauschui- 
1 ) und § und ^ und Man erhalt in ganz analoger Ableist 
6 = =3(Sin(rZ) ■ | 

1 _ g 1 ©inW . . . . 

" ~ 1 + E “ 3 1 + Eoi (v J) ] 

Dies ergibt die gleichen Ausdriicke wie bei dem ersten Sc 
nur sind die KorrekturgKeder in bezug auf t) und § verba 
Man kann somit mit beiden Ersatzkreisen niit gleicher Genau 
rechnen. 


72. Kettenleiter. 


Durcli Aneinanderreihen einer groBeren Anzahl gleicher GJ 
nach dem Schema der Fig. 161 oder 162 erhalt man Leitungsg 
nach Fig. 163 und 164, die man als Kettenleiter bezeichn© 
Schemata 161 und 162 heiBen auch Kettenglieder, die wir zi 
kiirzung als T- und TJ-Kettenglied unterscheiden wollen und i 




4 4 


Pig. 163. 


Pig. 164. 


die Kettenleiter. Der iP-Kettenleiter beginnt und endigt mib 
Reihenwiderstand, der i7-Kettenleiter mit einem NebenschluBlo: 
Die 1} und § konnen beliebige Kombinationen von Widerst; 
Induktivitaten imd Kapazitaten sein. Der Kettenleiter dier 
experimentellen Untersuchung der Vorgange in langen Telegri 
leitungen. Durch geeignete Wahl der GroBen und der Zahl do 
der laBt sich eine Leitung von beliebiger Lange und charaki 
schen Eigenschaften nachahmen, man nennt dies eine kiin 
Leitung^). 

Fiir das w*® Glied einer Kette aus m Gliedern gelten die < 
und 264 fiir die beiden Schemata, wenn anstatt 

- 


b Vachy, Traits d’Electricite, Bd. II, 1890; Breisig, Verb. d. II> 
Ges. 1910; K. W. Wagner, Arch. f. El., Bd. Ill, S. 315; Bd. VH!, S. 6 
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fiir 'iPiSi • • • ^,,-1 gesetzt wird. Es ergibt sich fiir Fig. 164, 

entsprechend Gl. 264, 

Diese Differenzengleichungen treten an die Stelle der Differential- 
gleichungen der Leitung, die als Kettenleiter mit unendlich vielen 
Gliedern aufziifassen ist. Die Losung ist analog. Wir setzen 

.... (267) 

worin '1133 und r Konstante sind. Hiermit wird (266) 

8(l-.-) = l^a(l+en j 

S8s = «(l-e’'+ll)8)J '■ ^ 

Durch Division der beideii Gleichungen werden 91 und 33 eliininiert. 

2 5 (1 + = (1 — e’O (1 — e”-f- ^ t)g) 

1 —e'’^4:e- V'9a . 

Nach beiderseitiger Multiplikation mit | e - erhalt man die Be- 
stimmungsgleichung fiir r 

"(e'^—e • . . (269) 


Aus der ersten der Gl. 268 wird fiir das Verhiiltnis von i| 5 ,i zu 
a. in (267) 

9[ 2 e’ — 1 2 r , . 

-¥ = ?e.'+l=i®8-,~=3. . . . C270J 

Entsprechend den zwei Werten in Gl. 269, mit denen auch 3 

in (270) mit ^g-^- das Vorzeichen wechselt, erhalt die Losung (267) 

zwei Glieder 

3 „=-^-(-a,e'-+ 2 (, 6 --'»)| • • • ■ 

Am Anfang der Kette (n —0) seien Spannung und Strom 
daher 

iis„=S„S = -3(,+ 3t,, 

somit 

at,=5-»,+ 3„8)- 

Hiermit wird in (271) 

Kof yn— ©iurTil 

— — iBinvn I • • • • 
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Diese Gleichungen enfcspreclien den mifc Hyperbelfunktionen dar- 
gesfcellten Gl. 221b einer bomogenen Leitung, wenn an Stelle von % 
die Leitungslajige a; gesetzfc wird. v isfc die. Fortpflanzungskonstante, 
3 die Charakteristik, Werte, die sich bei der Leitung aus den 
auf die Langeneinheit bezogeneii Konsfcanten jooL) und 

t) == (-4-]-^‘co(7) berechneten, wobei fiir unendlicb viele Glieder 
zu setzen isfc, und aus (269) und (270) v = 

3 = —= wird, womit die aus Gl. 216 und 226 bekannten 

Werte erhalten werden. 

Sind ipg, die Werte am Ende der Kette von m Gliedern; 
so^wird mit den analogen Beziehungen wie bei der Leitung 


(s:of(rw) = e:, = 

aus Gl. 272 


--2:g.(rm) = i)„, 


9o §7c" 


1 —” den Gl. 246 fiir die Leitung entsprechend 


folgt 


'■h ] 


(27;-{) 


Der Kettenleiter als Ganzes verhalt sich wie eine Leitung mil deii- 
selben aus dem Leerlauf- und dem KurzschluBversuch zu bestimmen- 
den Konstanten t)o§j, und K. 

Fiir den Kettenleiter Fig. 163 war, wie auf S. 214 erwahnt, 
in den Ausgangsgleichungen i) und § mit Bezug auf ^ und vor- 
tauscht, man erhalt wieder die gleichen Beziehungen, nur Avird der 
Ausdruck fiir die Charakteristik 

Q'=- _ ^ . 


Beispiele. 1. Die 
isolatoren^). 
zwischen zwei 



Gliedes 
— joDC, 


2^02 . 

Spannungsverteilung an Hange- 
In Fig. 165 bedeute G die Kapazitat 
Isolatorgliedern, c die Kapazitat eines 

hier ^ 


gegen Erde. Setzen 
so wird in Gl. 269 






Fig. 165. 


Der Anfang der Kette, ^^==0, ist an den Leitungsmast 
aufgehangt, die Spannung gegen Erde ist Null. Daher 


9 s. Riidenberg, ETZ 1914, S. 412. 
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wird mid in Gl. 271 9 ( 2 =—91^^. Damit wird die Spannimg 

des Gliedes 


5^5^= (e’'^— e—«) = 2 91^ ©in . 

Das letzte Glied (m) hat die Spannung ^ der Leitung gegen Erde. 
Daraus folgt 


und 


^ == 2 9ti ©in V m 


^©invm 


(274) 


Durch das Verhaltnis c:G sind v und die Spannungsverteilung voll- 
standig hestimmt; dieses Verhaltnis hangt von der Art der Auf- 
hangung ab, im allgenieinen ist c viel kleiner als G. In Fig. 166 
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Fig. 167. 


ist die Spannungsverteilung fiir m= 8 Glieder und c:C gleich 0 , 
0,05 und 0,1 aufgetragen. Je groBer dieses Verhaltnis, um so mehr 
weicht die Spannungsverteilung von der Geraden ab, um so mehr 
Spamiung fallt auf die letzten Glieder. Die Spannung zwischen 
dem und dem vorhergehenden Glied ist 

und fur das letzte Glied 

^ L ©tn vm J 

Sind alle Glieder gleich, so ist jedes fiir die groBte Gliedspannung 
zu bemessen. Fiir sehr lange Ketten kann man ©mrm==e’'”‘ 
setzen, dann wird der Klammerausdruck 1 — e.—’' und die groBt- 
mogliche Spannung ^ fiir eine Gliedspannung A wird 



Dieser Wert ist in Fig. 167 fiir cjC von 0 bis 0,1 aufgetragen, er 
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zeigfc, dal3 groBe Werte von cjG unbrauchbar sind, weil die Gesamt- 
spannung auch. bei vielen Gliedern nur ein kleines Vielfacbes der 
Gliedspannung wird. 

L i 2. Ein Kettenleiter nach Fig. 168 

wird oft^) der Untersuchung der Span- 
nungsverteilung bei Spulen fiir 
Lz/Xw// ~ml/, wX/////! iw/! I Frequenzen zugrunde gelegt. i?, 

X, G sind Widerstand, Induktivitiit und 
Fig. 168. Erdkapazitat einer Windung, K ist 

die Kapazitat zwiscben benachbarten 


Windungen. Hier ist 

R 4- ja)\L (1 — co^LK] — ^K] 

■ (R(DKf-^'(l~oi^LKf 

odcr, wenn fiir hobe Frequenzen R gegen (oL vernachlassigt wird, 

Die Gleichungen fiir die Spule selbst erhalt man, wenn die Kon- 
stanten, wie bei der Leitung, auf die Langeneinheit bezogen werden, 

wobei ©in = SCg g" ” 4 setzen ist. Damit erhalt man die 
Fortpflanzungskonstante und die Charakteristik 




Hieraus folgt zunachst, daB das Verhalten verschieden ist, je nach- 
dem die Netzfrequenz co kleiner oder groBer ist als 
_ 1 


coq ist die Resonanzfrequenz derWindungs-Induktivitat und-Kapazitat. 
Ist io<G,a>Q, so ist v bei Vernachlassigung der Verluste imaginar, 
also ein WinkelmaB, 3 reell. Die Strom- und Spannungsamplituden 
sind raumlich nach Sinuswellen verteilt, wie bei einer verlustfreien 
Leitung. 

Ist wird v reell, d. h. eiiie Dampfungskonstante, 

die raumliche Spannungs- und Stromverteilung befolgen ein Ex- 
ponentialgesetz. 3 wird imaginar und entspricht einer Reaktanz. 

Die beiden Frequenzbereiche unterscheiden sich dadurch, daB 


Steinmetz, Transient current Phaenomena 1909. Arnold-La Cour, 
Wechselstromtechnik, Bd. I, 1912. Wagner, El. u. Masohinenbau 1915. Arch, 
f. El. Bd. VI. S. 301, Bohm, Arch. f. El. Bd. V. S. 383. 
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im unteren Bereich die Stromleitung hauptsachlich durch die Win- 
dungen, im oberen hauptsachlicli quer zu den Windungen durch 
die parallel geschaltete Kapazitat K erfolgt.' 

Wie bei der verlustfreien Leitung erhalt man auch hier stehende 
Wellen, wenn durch. die Spule keine Energie iibertragen wird. Z, B. 
eiitsprechen der offenen oder der kurzgeschlossenen Leitung hier die 
Palle der am Eiide ieolierten oder der geerdeten Spule, deren An- 
fang an einen Pol der StromqueUe angeschlossen ist, deren anderer 
Pol geerdet ist. Die an beide (isolierte) Pole der StromqueUe an- 
geschlosseiie Spule kann dann aus zwei am isolierten Ende hinter- 
einandergeschaltete halbe Spulen ‘ zusammengesetzt gedacht werden, 
von denen die eine am Anfang an die Spannung -}- J , die andere 
am Anfang an- — | angeschlossen ist. 

Setzt man fur den unteren Prequenzbereich 

v = jh, 

wo das WinkelmaB h = co \/ -—ist, ferner 
r 1 — (O'LK 

und 

Kof ra; —(£of jbx = coshx , 

©in vx = ©in jhx — jsmhx, 

HO wird 

cos hx — j sin hx 'j 

?R \ . (275) 

cos--Jsin6a: 

Bei isoliertem Ende (a; = Z) ist und aus der zweiten Gleichung 

= .(276) 

Hiermit 

cosh (I — x) 1 

\ ( 277 ) 

. 5p^j sin h{l — a:) 

= cosH J 

Diese Gleichungen gelten, wie angegeben, auch fiir die an beiden 
Enden angeschlossene Spule, wenn x — l die Spulenmitte ist. 

Aus 276 folgt, dab 

^^=0 ist fiir hl^n, 2 ji, usf. 

und Sa=90 fur = ^ 

Je nach der Frequenz ist im ersten FaU (Klemmenstrom = 0) die 
verlustfreie Spule in Stromresonanz, im zweiten in Spannungs- 
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reeonanz. Am isolierten Ende liegt stets ein Stromknoteii und e4ii 
Spannungsbauch, ferner wioder im Abatand 

hij — x) — 7i, 2 7T uaf. 

Spannixngsknoten und Strombauche bostehen in don Abstandc'n 
vom Ende 

(:lanz analog erhalt man die Beziebungen bei geerdetCMU Ende. 

Dio beiden Fre(][uenzbereiche mit vorwiegend sinuafdrniigor bzw. 
hyperbolischer Spanniingsverteilung sind bei Beruckaichtigung d(^r 
Verluste nicht so scharf getrennt. 

Quantitativ wird das Verhalten dcr wirkliohen Mpule duridi den 
Kettenleiter Fig. 1(18 insoferii unvollkominen eraetzt, ala die gogoii- 
seitige Induktion dor Windungen nicht riohtig beruekBiohtigfc wird. 
Dies scheint dadnrch zum Auadruck zu koinmen, daB in dor Niibe 
der kritischen Frequenz cOq dor Nenner in r ((II. 274) nahezu Null 
wird, d. h. v sehr groB und die Frequonzen fur Spannunga- und 
Stromresonanz sehr dicht aneinander liegeu miiBtou. Dies sohoinl. 
nach Verauchen von Gotho^) nicht der Fall zu aein. Aus Vor- 
suchen von Bohm'*) folgt jedoch, daB oin Prequonzberoioh mit 
wesentlich sinusformiger SpammngBverteilung von oinoni Holohen mit 
hyporbolischer Vertoilung unterschieden wordon kann. Wagnor**) 
hat die Untersuchung ausgcdehnt durch BeruckHichtignng der gegon- 
seitigen Induktion benachbartor Windungen, die ErgebuiBso der 
Reohnung sind qualitativ ahnlich. In ganz anderer Weise hat 
Rogowski'*) die Spannungsverteilung untorHueht, indem er die 
Spule ak ein Mohrfachlcitorsystem betrachtot. Dieser Weg durfte 
^ ^ dor Wirkliohkeit am niiohston kommeii. Mit Ruok- 

—t-qnnnnil^^ nicht auf die ungleiohe niagnotiacihe und elektriHcsho 

^_L ==T=^ Verkettung der Windungen nahe don Hpulenonden 

\ _[_ und in der Mitte miiBto die (Jharaktoriatik sich 

Fig. 169. von Windung zu Windung Sndern, wodureh Re- 
flexionen ontstehen. 

B. Eine Spulonleitung®) mit Gliedern nach Fig. 169 kann in 
gewissen Frequenzbereiohen ak Abbildung oinor Pupinleitung dienen. 
Eb soli das Verhalten bei veriinderlioher Frecpienz unterauoht werden. 

0 Arch. f. El., Bd. IX, 11. 1, 

*) Arch. f. El., Bd. V, S. 888. 

«) Arch. f. EL, Bd. VI, 8. 801. 

*) Arch. f. EL, Bd. VII, S. 17. 240. 

») Wagner, Arch. f. EL, Bd. VIII, 8. 61, 
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Die Aiisdriicke (269) und (270) fiir 3 und v formen wir zunachst 
etwas um. Da 


Sin X Sin x 

(Sofa: Vl4-Sm^a: 


,2 V ijV i+in ■ 

. . (278) 

2 Sin"^ \ v — (Sof V — 1 

(Sofr = l 4 -?Ais . . . . 

. . (279) 


Wie fiir eine Leitung (S. 185) ist v = a~\~jh zu setzen, worm a 
die Danipfuiigskonstante und 5 das Winkelmafi ist. Es ist daher 

(Sof V — (Soj' a cos b 4“ j Sin a sin Z>, 

Zur Bostinimung von a und h hat man die Gleichungon 
-d = Sofa cos 5, jS = Sinasin6 
zu quadrieren und erhalt durch Addition bzw. Subtraktion 

ein'i-. + J (1 —B'‘) + ViS"+;l (t— 

Eiir die Spulenleitung Eig. 169 ist 

^^(R-]-ja)L), jmC. 

Naoh 278 wird 

-.i = 1 . ^ . 

V ja)C Vt ^ ^ 


V jioG yi^lXRJ^jcaLi'jmO 

lA’l/ 

" V C \ f—iru»£C+"/i-iic()C' 

Fiir vorsohwindend kleinen Widerstand wird 3 ~ ^ > wonn 

2 

0) = O),, — 

" Vi 6' 

ist; dies ist die (Haupt- odor) Eigenfroqueiiz dor Spulenleitung. 
Naoh (279) wird 

Eof V = 1 + ^ 4- jB =- 1 — •’ (o^LC- \ jl Ra)0 . 

Es ist daher 

•. 
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Wie bei der Keihen- und Parallelschaltung von Drosselspule und 
Kondensator, S. 24 und 54, sind auch hier nur das Frequenz- 

verhaltnis co:cOq und das Widerstandsverhaltnis q = B: VI- mafi- 

gebend. Li Fig. 170 sind fur p = 0,01 die aus Gl. 280 ermittelten 
Werte der Dampfungskonstanten a 
j I und des WinkelmaBes b fiir Fre- 

quenzen von 0 bis zur doppelten 
j ^1^0 Eigenfrequenz aufgetragen. Die 

2 ,5-j j I- I ^ Danipfung ist bis zur Eigenfrequenz 

„ aufierordentlich klein: bei dieser ist 

,,,--iTfr"'"" ^ /r 

- 80 ° 1 B = Ry ^ im Bei- 

— Y-~TW ill'"" 

0 , 8 — —p— —rr -- spiel 0,01, daher a^^ixiaC^.yB 

0,‘^-y -—I-=0,1, bei einer 5®/o lioheren Fre- 

o 0,2 o.ii o's o]a 1 1 , 2 . iv 1 , 6 ’is quenz schon inehr als 6mal so groB, 

p. und steigt dann bestandig weiter an. 

Das WinkelmaB 6 steigfc bis zur 
Eigenfrequenz auf fast 180°, um bei hoheren Frequenzen dicht bei 
diesem Wert zu bleiben, Fiir 


J. = 0, sin6 = l, 6=90°, ©ina — B = -r. i? 1/ . 

V2 ^ L 

Scbwingungen von hoherer als der Eigenfrequenz werden nieht 
durchgelassen. Die Charakteristik ist fiir vernachlassigbaren Wider- 
stand 

y G ^ / /,.\2 ’ 


und bei sebr hohen Frequenzen 




hierbei wirkt nur der NebenschluB-Kondensator. Die Eigenschaft, 
nur Scbwingungen von kleinerer als der Eigenfrequenz schwaoh ge- 
dampft hindurcbzulassen, ist in der drabtlosen Telegraphie mit un- 
gedampften Wellen wertvoll, um die Oberschwingungen der Sender 
zu unterdriicken, durch die fremde Empfanger gestort werden. Die 
Spulenleitung wird zwischen Sender und Antenne geschaltet. 

Das Gegenstiick zur Spulenleitung ist die Kondensatorleitung, 
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Fig. 171. Bei kleineii Frequenzen bis zur Eigenfrequenz ist der in 
Beihe gescbaltete Kondensator undurchlassig. Die Danipfung ist 
um so gr5Ber, je niedriger die Frequenz, wahreiid sie von der 
Eigenfrequenz an aufwarts ebenso geringe Werte annimmt, wie die 
Spulenleitung unterhalb der Eigenfrequenz. Auch 
das WinkelmaB h zeigt das in bezug auf die Eigen- ^ pf 
frequenz reziproke Verhalten. Diese Leituiig laBt 2 L 
somit nur die hohen Schwingungen schwach ge- 
dampft hindurcli. 

Durch Kombinatioii von Spulen- und Kondensatorleitungen er- 
geben sich, wie Wagner^) gezeigt hat, entweder durch Hinzufiigen 
von Beihenkondensatoren oder durch NebenschluBspulen in eine 
Spulenleitung Ketten, die zwei Eigenfrequenzen haben, deren 
Dainpfungsfaktor unterhalb der ersten und oberhalb der zweiten 
Eigenfrequenz sehr groB ist und zwischen beiden sehr klein bleibt. 
Die Ketten haben somit einen scharf begrenzten Durchlassigkeits- 
bereich, dessen Breite man durch geeignete Bemessung einstellen 
kann. Sie werden zur Vielfachtelegraphie und Telephonic auf 
Leitungen verwendet. 

Der Unterschied gegen die einfache Parallel- und Beihen- 
schaltung von Drosselspule und Kondensator besteht darin, daB 
diese bei kleinen Verlusten nur fiir eine scharf abgegrenzte Frequenz 
ganz undurchlassig oder ganz durchlassig sind. 


Fig. 171. 


0 1. c. 



Zwolftes Kapitel. 

Bereclimiiig des Verlialtens von Stroinkreisen 
anf Grand der Konstanten des Leerlanf- and des 
Knrzschlnfiversnches. 

73. Die Konstauten. — 74, Experimentelle Bestimmuug der Konstanten. — 
75. Spannungsanderung. — 76. Berechnung der maximalen abgegebenen 
Leistung. — 77. Jknderung der Belastung. — 78. Wirkungsgrad. — 79. Das 
Arbeitsdiagramm. — 80. Beispiele. — 81. Vektorgleichnng nnd Ortskurve. 

73. Die Konstanten. 

In Kap. IX S. 1B8 wurde fiir einen Transforniator, in 
Kap. XI S. 200 fiir eine Leifcung gezeigt, daB ihre Wirkungsweise 
sich durch. GroBen darstellen laBt, die einem Leerlauf- und eiiiem 
KurzschluBversuch entnommen werden. Auch fiir eine Stromver- 
zweigung batten wir die Berechnung durch Superposition eines Leer¬ 
lauf- und eines KurzschluBzustandes auf S. 69 gezeigt. Dieser Zu- 
sammenhang besteht wie J, L. la Cour^) gezeigt hat, fiir viele 
Stromkreise und Maschinen. Das Verhalten laBt sich immer wieder 
durch dieselben Beziehungen darstellen, deren Konstanten durch 
die beiden Versuche ermittelt werden. So wird der Wirkungs- 
grad eines Induktionsmotors durch dieselbe Beziehung ausgedriickt, 
wie der einer Leitung, der Spannungsabfall der Leitung durch die¬ 
selbe Beziehung wie fiir einen Transforniator. Die Voraus- 
setzung dabei ist nur, daB die Konstanten des Systems, 
Widerstande, Induktivitaten usf., uuveranderlich sind. Induktiv ge- 
koppelte Systeme werden dabei auf leitend verbundene reduziert 
(s. S. 167). Die bei einem Motor in niechanische Arbeit umge- 
wandelte elektrische Energie erscheint in den Gleichungen als in 
einem Ohmschen Widerstand verbrauchte Arbeit, ist der Wider- 
stand negativ, so bedeutet dies erzeugte elektrische Arbeit, d. h. 
einen Stromerzeuger. 

In dem Ersatzstromkreis Eig. 172 (der schon wiederholt ver- 


Leerlauf und KurzschluiJ, Braunschweig 1904. 
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wendet wurde) seien BB die Klemmen, an die die Belastung an- 
geschlossen ist, wahrend an AA der Stromerzeuger liegt. Die primare 
Spannung sei die sekundare 


a) Leerlauf. 

Die Klemmen BB sind unterbrochen; zwiscben ihnen besteht 
die effektive Spannung In dem Parallelkreis besteht der „L 66 r- 
laufstrom“ J, ^ (s. Fig, 173) gegen P.^ um verzogert ist. 

Durcli Addition des Spannungsabfalls zu P^ ergibt sich die 

primare „ Leerlauf spannung'* P^^. Sie eilt gegen um 7 ^ nach. Wir 
setzen 

= .( 281 ) 

Es ist 

''^io=-P2 2/a = ^“2/a = -Pio2/o^ • • • -(282) 

worin 

.(283) 

der Leitwert bei Leerlauf ist. eilt gegen P^^ um cp^ — cp^ — nach. 



b) KurzsohluB. 

Die sekundaren Klemmen sind widerstandslos verbunden, an 
ihnen besteht der Strom J^. Die Spannung eilt gegen 

X 

(s. Fig. 174) um Parallelkreis flieBt 

•^3 

der Strom =*^2^2^a' 

Die Summe aus und ist der primare „Kurz 8 chluBstrom“ 

X 

Die Spannung die gegen um ;^^ = artg~^ voreiit, 

gibt zu addiert die primare „Kurz 8 ohluB 8 pannung“ P^^. 

eilt gegen um 7 ,^ vor und es sei das Verhaltnis der Strome 

.(284) 

F r a e n 0 k 01, WechselstrSme. 2. Auf 1. 


15 
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^xTt g®gen um cp^ vor, gegen um {cp^ — y^. Es sei 

.(285) 

worin der Scheinwiderstand bei KurzschluB ist, und nach (284) 


c) Superposition von Leerlauf und KurzschluB zum IBo- 
lastungszustand. 

Bei Belastung besteht an den sekundaren Klemmen die Spaii- 
j nung und der Strom , ihre Phasen- 

Tj verschiebung ist 93 .^. P^ bedingt primar 

\ eine Spannung P^^ und einen Strom 

\i J 2 Spannung und den Strom /<. > 

A die durch Gl. 281, 282, 284 und 285 

I y bestimmt sind. Da die Gleichungen linear 

j yi yy ^ sind, ergeben sich Spannung und Strom 

T.-AV-primaren Klemmen durch Ad- 

Vf>g dition der entsprechenden GroBen bei 

I )(/ yv Leerlauf und bei KurzschluB; es wird: 

'r P/y’ ?!i = SPio + !P>. = eo!|!=+e,.&8,.(287) 

3i = 3i 0 + 3.', = iP, K t)„ + 3, e„(2 8 8) 
Das Vektordiagramm Fig, 175 zeigt die 
^ Piff 175 Addition. P,, eilt gegen um 

■ vor, ist gegen /g um y^^ verzogort, 

also gegen P^ um cp„^ -j- 7 ,^, und da 
gegen P^^ um y^ voreilt, eilt P^^^ gegen P^^ vor um 

« = —<P3 + (7o —n),.(289) 

ebenso eilt gegen vor um 

^ + (/o — .(290) 

Zwischen den Konstanten h> ^o’ 281/83 und 284/85 

besteht eine weitere Beziehung. Bei Beerlauf war 

0 == !)!!, + SP* 0«8i = 95, (1 + Kh) = 93 , e„ 

' ^o==l4~^ftSi.(291) 

und nach (283) 

.(288) 

Bei KurzschluB ist 

Si, = ^.2 -f S 2 §2 == S 3 (1 + Kh) = S 3 

^)c = l + '?a52.(292) 


^nc = Si,Si- 


' (Sl “f" it' ) 


(293) 
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Aus Gl. 283 und 293 wird mit Riicksicht auf 291 und 292 

_ (£o-l _!_■ 

(So 

(i-»o8je«et = i.(2W) 

Mittels dieser Gleichung kann zu je drei Konstanten die vierte 
bestimmt werden. 

74. Experimentelle Bestimmung der Konstanten. 

Nach Gl. 294 ist 


Multipliziert man Zahler und Nenner mit ■ 


= so wird 




. . (294a) 


Hierin ist der KurzschluBstrom, der Leerlaufstrom bei der 
primaren Spannung sie sind lp, 

um bzw. (po gegen P^ verzogert. 

Durch Strom-, Spannungs- und Lei- 
stungsmessung bei KurzschluB und 

bei Leerlauf konnen cp^ und J q, (ro*rk>>,^ 

cpQ gemessen werden. Tragt man 
und Jq unter cp^ bzw. cp^ gegen 
P^ in das Vektordiagramm Fig. 176 
auf, so ist die geometrische Dif- 

ferenz von und /o dritte Fig. 176. 

Seite des Dreiecks OJqJ^. Daher 
wird nach Gl. 294 a der Betrag 

C C (294b) 

” VJfc'+V —2‘^o‘^fcCOs(<Po“<P;c) 

Oder angenahert 

nn^ _ hi _ . . .(294c) 

0 —/ocos(9?o — 

Der Winkel zwischen % und S,, —So i^t (po + 

^ / 1 X ^oSip(yo — .(295) 

g (7o + Xjt) _ j^ cos J • 

Mit den beiden Gleichungen 294b (oder c) und 295 kann das 
Produkt und die Summe (po + J'J l^erechnet werden. 

0 15* 
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Die Einzelwerte konneu durch die Leerlauf- und die Kurz- 
schluBmessung von der Sekundarseite gefcrennt werden. 

Eiihrt man den sekundaren Klemmen die Spanuung P^o 
offenen primaren Klemmen zu, so ist der sekundare Leerlaufstrom 



und nach G-1, 283 


(296) 


Das Verhaltnis der Betrage und gibt also das Verhaltnis von 
Gy. und Gq und die Differenz der Phasenwinkel ist 

9^o — <Po==^n — yo‘ 


Da nun das Produkt G^G^ und (y,^-\-yQ) bekanut sind, konnen Gy, 
Gq, yy und y^ getrennt werden. 

SchlieBt man die primaren Klemmen kurz und fiihrt den se¬ 
kundaren Klemmen Strom zu, so ergibt sicb der sekundare Kurz- 
scbluBwiderstand 


nach (291) war 

daher 


(297) 


Hiermit kann wieder das Verhaltnis der Betrage und die 
Differenz der Phasenwinkel bestimmt werden. Zur vollstandigen 
Ermittlung von OyG^y^yy geniigen drei Messungen, die vierte kann 
zur Kontrolle dienen. 

Symmetrischer Stromkreis. Bei einem symmetrischen 
Stromkreis ist 


(S:o==e^ = (5;, y^=yy = y. 


Bei der Leitung mit verteilter Selbstinduktion und Kapazitat war dies 
erfiillt (s. S. 201 Gl. 246), sie ist ein Beispiel fiir einen symmetrischen 
Stromkreis. Aber auch Transformatoren, Induktionsmotoren konnen 
oft als symmetrische Stromkreise betrachtet werden. 
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I! 




75. Spannungsanderung. 

Fiir einen symmetrischen StromkrQis wird Gl. 287 


die in dem Diagramm Fig. 177 dargestellt ist. 
Bei Leerlauf ist die primare Spanuung 
p ~p^G, 


bei Belastung ist sie P^, die prozentuale Spannungsanderung von 
Leerlauf bis Belastung ist daher ^ 



OB — OA 
OB 


100 . 



Hierdurch ist die Spannungsanderung fiir den allge- 
meinen Fall auf die einer Leitung mit Widerstand 
und Selbstinduktion zuriickgefiilirt und kann wio dort 
berechnet werden (s. Kap. IV, S. 44). 

Bei spiel. Bei einem Einphasentransformator 
fiir 200 kVA und 10000 Volt primar bei 50 Pe- 
rioden wurde gemessen 

= 20 Amp., P, == 366 Volt, = 4200 Watt. 
Es ist daher bei normalem Strom die Wirkspannung 
bei KurzschluB 



0 


Pig. 177. 


J,,z^cos <55, = j^==^? = 210 Volt, 
d. h. 2,1 °/o der Klemmenspannung, und die Blindspannung. 

— ==1/3662 —210^ = 300 Volt 

Oder 3°/o der Klemmenspannung. 
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In Fig. 178 ist das Diagramm nach Kap. IV Fig. 32 aufge- 
tragen. Fiir cos 9 ?, = 0,9 erhalt man aus der Figur e: = 3,2“/Q, 

Fig. 179 zeigt die Spannungsanderung fiir nacheilendeu Strom 
von cos (p„ = 0 bis 1 . 


76. Bereclmung der maximaleu abgegebeiieu Leistung. 

Die abgegebene Leistung ist 

N 2 •^2*^2 9^2 ■ 

Bei konstanter primarer Spannung und fiir eine bestimmte Phasen- 
verschiebung (p^ nimmt mit steigendem Belastungsstrom J„ die 
Spannung ab. Die Leistung hat daher ein Maximum. 

In der Gl. 287 

!is, = i)j3e„+3,e^s,., 

die durch das Spannungsdreieck OAB Fig. 180 dargestellt wird, bilden 
^ die beiden Spannungsvektoren -Pio==-P 2 ^o 

und Pnt = J wie auf S. 226 gezeigt 
\\/ wurde, den bei konstantem Wert von cp^ 

\V konstanten Winkel 

« = — 9^2 + fro — 7fc) - 

-Produkt der beiden veranderlichen Span- 

'2^7 // nungsvektoren ist der abgegebenen Leistung 

If Wg proportional und da ihre Summe konstant 

/// gleich Pj ist, wird das Produkt am groBten, 

j/y wenn sie gleich sind: die abgegebene Leistung 

^ ist also am groBten, wenn die Leerlauf- 

Fig. 180. spannung gleich der KurzschluBspannnng ist. 

In diesem Falle, den Dreieck OJBC in 


Fig. 180 darstellt, ist 


= -i--, 


py cos 973 

^ cos 973 = -i-- 

4cos^|GoG,., 


J cos^ - = 1 -}- cos a = 1 -f cos (97, - 97^— 7,) 
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imd nach Gl. 294 c 

c C ^ _ ^ _ 

0 * •/„—J'ocos((p„ —’ 

SO wird 

W _ JpCOBK-yJ ,000-1 

® l+<=os(9’ii—%+7o—' 
oDie maximale Leistung hangt von rp^ ab. Das absolute Maximum 
erhalt man durch 

^ -^2 max _ Q 

dcp^ 

wenn 

— sin ( 5^2 [1 -f- cos a] = cos (p_^ sin a, 

Oder 

v^ = — {Vk-^rQ — n) 
a = 2 (97^ -}- 7o — 7fc) = — 2 cp .^. 

Da cp^ negativ wird, ergibt sich das absolute Maximum der 
Leistung bei Voreilung von gegen P„. 

77. Anderung der Belastung. 

Andert sich die Belastung durch Hinzuschalten eines Zweiges, 
so tindern sich bei konstanter Primarspannung die sekundare 
Spannung, der Gesamtstrom und die Leistung. Die Anderung dieser 
GroBen wird durch die Netzkonstanten wie folgt ermittelt. Divi- 
dierfc man Gl. 287 durch Eq und setzt wird 


Hierin ist nach Gl. 297 ^ — der sekundare Scheinwiderstand 

bei KurzschluB der primaren Klemmen. 

In Gl. 287 a steht links die Leerlaufspannung an den Klemmen 
der Belastung die vor der Belastungsanderung bestand, daher ist 

. . 

Der Belastungsstrom ergibt sich dadurch, daB man die Leer- 
laufspannung auf die Reihenschaltung von und dem sekundaren 
Scheinwiderstand bei KurzschluB wirkend denkt. Diesen hier all- 
gemein abgeleiteten Satz hatten wir schon in Kap. V S. 70 fiir die 
Briickenschaltung bewiesen. 

Die Spannung andert sich im Verhaltnis 

Se .; 

^2 0 §2 ~f” Stc 


(301) 
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Setzt man aus Gl. 287 Gl. 288 ein, so 

wird 

wofiir mit Biicksicht auf (294) gesetzt werden kann 

Si = ¥.t)o+ff=- .( 802 ) 

^1 ^0 == Si 0 primare Strom vor der Bolastungsanderung, 

1 3? 

— = ist das Verhaltnis der sekundaren Leerlaufspannnng zur 

primaren. Mit diesem Verhaltnis ist der Belastungsstrom ^2 
multiplizieren, um die Anderung des primaren Stromes zu erhalten. 

Die Leistung berechnet sich als reeller Teil des Produktes aus 
dem Vektor der Spannung und dem konjugiert komplexen 
Vektor des Stromes (s, S. 34 Gl. 48). 

'-»fo=[!ei3a 

ist die Leistung vor der Belastungsanderung. 

Die Leistungsanderung ist, wenn die zu (S:^ konjugierte 
Zahl ist, 



Nun ist ^1 = ^2 0^0 

iVi—;fo=[!P=oS/(|))]^.(803) 

Es ist 

(E„ = O„eJ>0, e„‘ = C„e-J>0, S- 

1st ^p = 0, d. h. Cq reellj.so wird der Eaktor 1, dann ist der 
reelle Teil des Vektorproduktes primare Leistungs¬ 

anderung. Sonst ist 

i=cos27o-f isin27o. 

^ok 

Man erhalt dann die Leistungsanderung als Summe des mit cos 2 
multiplizierten reellen Teiles des Vektorproduktes [5}5., 0 ^ 2 *] end des 
mit sin 2 multiplizierten imaginaren Teiles. 

^1 - ^0 == cos 2 - [^2sie 2 7,. 


78. Wirkungsgrad. 

Der Wirkungsgrad rj einer Anlage ist das Verhaltnis der Ab- 
gabe an den sekundaren Klemmen zur Aufnahme an den primaren 
Kdemmen 

_^_ P., J 2 cos 9^2 

^ iVj Pj cos 9 ?^ ' 
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Um di© Leistungen aus den Konstanten der Leerlauf- und der Kurz- 
schluBmessung zu berechnen, beziehen wir alle GrbBen auf den Be- 
lastungsstrom J^, dem wir die Phase 0 geben, und auf die .Be- 
lastungsimpedanz z^. Es wird dann: 

5 ^2 9^2 • 

In Gl. 287 und 288 wird dann: 

Eer reelle Teil des Produktes aus und dem zu konjugierten 
Vektor ergibt: 

■ “^1 = *^ 2 ^ [^2 Go Gfc (cos ( 97 .J 4 - j/p — yjJ -|- Zj^ cos (933 -j- cp^ —<p,,+ 7 o ~ 7 k)} 

4 - 2,2 ( 7^2 pQg _j_ ^^2 2 ;^ (jQg ^ j ^ J ^2 ^ 

_ ^2 COS cp^ _ z^ cos cp^ 


Der Wirkimgsgrad ist von z^ und (p,^ abhangig. 
mum zu erhalten, bilde man: 


d 'i'j 

dz^ 


= 0 


und 



Um das Maxi- 


Die erste Bedingung fur veranderliches z^ und konstanten Phasen- 
winkel ergibt: 


^k ^ 1 Ak 

Go ^ Vq cos cp^ G^\ ' 


. . . (305) 


worin == cos 93 ,^. und — y^ cos (p^ gesetzt ist. 

Diese Bedingung konnen wir wie folgt deuten. Es ist: 

= ■p,0„ = p.„, J,C„=.J„„ 

‘'2 

durch Einsetzen in Gl. 305 und Quadrieren wird: 

Ploa« = Jhn .( 306 ) 


Links stehen die Leerlaufverluste, wenn an den sekimdaren 
offenen Klemmen die Spannung besteht, rechts die KurzschluB- 
verluste, wenn fiber die sekundaren kurzgeschlossenen Klemmen der 
Strom flieBt. Die Gleichheit dieser Verluste bestimmt das Ver- 
haltnis von P^ zu Jg, bei dem der Wirkungsgrad ein Maximum ist. 

Die zweite Differentiation ffir konstantes Zg und veranderlichen 
Phasenwinkel <p^ ergibt nach Einsetzung des Wertes ffir Zg aus 
Gl. 305 wobei die kleine Winkeldiiferenz (j^ — y^) vernachlassigt wurde 

Zg sin 99g = iVo n ^ 2 ^ Gq® — z,^ sin cp,^ . (307) 
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Setzt man hierin wieder 

so wird 

Pio'^ifcSin (^2 = |(P,oJ^oSm 9 ;o —P,,.J^,.sin(^^) . (SOTa) 
Diese Gleichimg sagt: Die Blindleistung, die sich aus Leerlaii^” 
spannung nnd KurzschluJBstrom fiir die betreffende Pbasenvt'i'" 
scliiebung 99.3 ergibt, ist die halbe Differenz der BJindleistungen 
Leerlauf und bei KurzschluB. Hierbei ist 99 ^ im allgemeinen posit^’^’ 
d. h. Pjj. eilt meist gegen vor. Der Phasenwinkel 99 ^ von 
bei Leitungen mit Ladestromen positiv, eilt gegen P^^ vor, 
Maschinen und Transformatoren meist negativ. 

Ist 99 fj positiv und der Klammerausdruck ebenfalls positiv, 
ist 993 positiv, Pg soil gegen voreilen, die Belastung soil induki-iv 
sein, dies ist bei Kabebi der Pall. Ist bingegen aucb negativ, 
so wird 995 negativ, fiir den besten Wirkungsgrad miiBte die Bf- 
lastung kapazitiv sein. 

Setzen wir in Gl. 307 : 

?/o sin 9^0 = &o > H sin 9k = > 

und die Werte aus Gl. 305 ein, so wird 

sin 99g = _ Jf^ k .(308) 

SVg'o^/c 

Mit den Ausdriicken (305) und (307) wird nun der grofite Wirkuiign- 
grad; 

y]rmx= - - - - . (BOO) 

^0 ^k (1 + 9-0 + ^0 + 2 cos (p„ V g^) 

Fur einen symmetrischen Stromkreis ist (5;^ = ^;,^; danu 
wird allgemein das Verhaltnis der primaren Spannung zum prinitirtui 
Strom nach Gl. 304 

iPi_ Zg e7>i!-j- 

^ ~ r'-f ' 

Multipliziert man Zahler und Nenner mit z., e—5>s und setzt die 
Werte fiir Zg und cp^ fiir den maximalen Wirkungsgrad nach Gl. BOB 
und 307 ein, so ergibt sick leicht: 


In einem symmetrischen Stromkreis stehen also Strom und Spannung 
bei dem groBten Wirkungsgrade primar und sekundiir im gleicshori 
Verhaltnis, nur hat die primare Phaseuverschiebung entgegengesotv,fct»K 
Vorzeichen als die sekundare. 
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Beispiel. Eine Breiphasen-Hochspaimungsleitungfur 110000 Volt 
120 qmm fiir 50 Per./sek mit den Konstanten fiir eine Phase 
i2= 0,15 Ohm/km, jL = l,3mH/km, 0 = 0,009 /.tP/km, 

A = 0,3 - 10 “® Siemens/km. 

In nachstehender Tabelle sind fiir eine sekundare Linienspannung 
von 110000 Volt und fiir Langen I von 100 bis 500 km die Schein- 
widerstande z „, die Phasenstrome , der Leistungsfaktor cos (p^, die 
Leistung ]Sf„ fiir den groBteii moglichen Wirkungsgrad berechnet. 


1 . 

100 

200 

300 

400 

500 

km 

Za. 

700 

694 

673 

647 

626 

Ohm 

*^2 . 

91 

91,6 

94,5 

98,4 

101,6 

Amp. 

COS ^2 • • • • 

0,998 

0,991 

0,98 

0,968 

0,951 

N, . 

17 250 

17280 

17 640 

18100 

18360 

kW 

. 

95,8 

91,9 

88,0 

53,3 

84,9 

82,7 

°/o 

. 

18,0 

36,0 

70,2 

85,6 

Amp. 


Hieraus ist ersichtlich, daB der beste Wirkungsgrad bei einer 
sehr niederen Strombelastung eintritt (•<; 1 Amp./mm^). Die mit 
hochstem Wirkungsgrad iibertragbare Leistung ist fast unabhangig 
von der Leitungslange. Freilich ist zu beriicksichtigen, daB das 
Maximum flach verlauft. Der beste Wirkungsgrad selbst nimmt mit 
steigender Liinge ziemlich schnell ab. Die Erklarung dafiir gibt 
der in der letzten Zeile stehende Leerlaufstrom J^q, der bei 500 km 
Leitungslange schon fast ebenso groB ist wie der Belg-stungsstrom. 
Bei Verwendung einer Doppelleitung wiirden der Belastungsstrom und 
auch der Ladestrom nahezu verdoppelt, der Wirkungsgrad wiirde nur 
unwesentlich veranderb. 


79. Das Arbeitsdiagramm. 

Das Arbeitsdiagramm stellt bei konstanter primarer Spannung 
die primaxen und sekundaren Strome, die sekundare Spannung, die 
Leistungsaufnahme und -abgabe dar, wenn die Belastung sich bei 
konstanter Phasenverschiebung 9^2 andert. 

Auf S. 232, Gl. 302 war gezeigt, daB 

3. = !)5.«o + |.(302) 

ist; der primare Strom setzt sich zusammen aus dem Leerlauf- 

stroin Jq — Pj yQ und dem dem sekundaren Strom proportionalen ^ . 

Tragt man in Fig. 181 Jo = OPo um (p^ gegen P^ verzogert auf, 

und ist PnP ein beliebiger Wert von so ist OP der Primar- 

'-'0 

strom . 
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, (287b) 


Nun wird aus Gl. 287 S. 226 durch beiderseitige Division 
mit ©oSkSfc: 

^ 

EoEiSk ■ ■ ■ 

Nach S. 226 bilden ^2 (Sq — und S 2 ®fcSk=^ifc 
stanten Winkel 

« = 'Pk —‘Pa + ro — rk’ 
daher bilden die ihnen proportionalen Strome 

S2 



und 

1^0 

ebenfalls diesen 


^.5k 

in Gl. 287 b 
Winkel. 

Tragt man in Fig. 181 an 
PqP~-^- unter Winkel a die 
Strecke 


PP. 




an, so ist die Summe nach 
Gl. (287 b) konstant 


P.P.= 




OP, 

und da nach Gl. 294 


wird 


Fig. 181. 


Die Strecken 0P(, und 
PqP^, und daher ihre Summe, 
sind konstante Strome, es ist 


®o ^fc he h 


h%- 


1 

'O:, 




OP,/ 


A. 

h ' 


der KurzschluBstrom bei der Spannung P^, er ist gegen P^ um 95 ^. 
verzogert. 

Die Vektoren von den drei festen Punkten 0, Pq und P,^ nach 

dem Punkt P stellen also OP—J^, P^P und PP — A— 

Oq ^k^k 

dar. Da P^P und PP,^ die konstante Summe P(,Pjj haben und den 
konstanten Winkel a bilden, bewegt sich der Punkt P bei ver- 
anderlicher Belastung auf dem ICreis fiber P^P^ als Sehne, mit dem 
Zentriwinkel P^MP^ — ^a. Jedem Punkt P des Kjeises entspricht 
ein anderer Belastungszustand. 
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Konstruktion des Kreises. 

Hat man durch Leerlauf- und KurzschluBmessung 97 ^ 
ermittelt, s 6 tragt man J^ — OP^ unter cp^ und Jq — OPq unter (pQ 
gegen auf. Der Mittelpunkt M des Kreises liegt znnachst auf 
der Mittelsenkrechten DM auf PqP^- Als zweiten Ort kann man den 
Radius P^^M wahlen, der mit der Sehne den Winkel 90® — a 

bildet, Nach S. 227 ist 

PgPfc bildet daher mit der Richtung von P^, d. h. der Vertikalen 
in Fig. 181, den Winkel 95 ^ — Horizontalen 

^ P^Pq 5'= 90® — 92 ^-|- 4 - 7 ^. 

Daher bildet der R idius P^ M mit der Horizontalen den Winkel 
p=.MP,8 = P,P,M~P,P,S 

= 90® —a —[90® — 92 ^-f 7o + rJ = <Pfc--(ro + rfc) —«• 

Da 

= —9^2 + 7o — 

ist, wird 

^=(p^ 2 Yq .(310) 

Fiir einen symmetrischen Stromkreis ist 7 ^ = 7 ^, dahor 
‘^7o = YQ + yic = OPkPo> 

^ = <P^-~i7o-i-7rc) = <P-i —OP^Pq. 

Bei induktionsfreier Belastung, 9 ? 2 == 0 , wird 

^==—27o- 

PqM liegt dann oberhalb Pq8 und fiir den symmetrischen Strom¬ 
kreis wird 

/? = ~OP,P,. 

Darstellung der Leistungen im Diagramm. 
Zugefiihrte Leistung. Der Vektor OP—bildet mit der 
Richtung der Klemmenspannung P^ den primaren Phasenverschie- 
bungswiakel- 95 j. Die Ordinate PN ==J^ooB(p^ (Pig- 182) ist daher 
bei konstanter Spannung P^ proportional der zugefiihrten Leistung 
N^—P^J^GQ8(p^. Der Abstand eines Kreispunktes von der Ab- 
szissenachse ist also ein MaB fiir die primar zugefiihrte Leistung. 
Fiir alle Kreispunkte, die unterhalb der Abszissenachse liegen, ist 
sie negativ, sie ist erne abgegebene Leistung, entsprechend einem 
generatorischen Betriebszustand. 

Sekundar abgegebene Leistung. In dem DreieokP^PP^^ war 


daher ist der Inhalt des Dreiecks 


^r>r»r>r>- l^^sintt 
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proportional der Leistnng —P^J^cos an den sekundaren 

p 

Klemmen. Da die Grundlinie des Dreiecks PoPi, = yq —^-— ist, ist 


die Hohe 


PH = 


J„ P^ sin a 




sin K 

P^ cos 9^2 ’ 


Ein Lot PL von P auf den Radius P^M bildet mit PqP^^ den 
Winkel PqBL = PBH = (x,. Daher ist 


PB = K~ 

sin cc 


P^ cos 9?., ‘ 


Der Abstand eines Kreispunktes von der Geraden PqPj, ist pro¬ 
portional der sekundaren Leistung. 



Wirkungsgrad. Da der Radius If .mit der Abszissenachse- 
den Winkel ((p„ — 2/^) bildet, ist auch der Winkel zwischen PL, 
und PN: ^PPW==((p2 —27J.. 

Es war 


daher 


PN-- 


’>1 


und PB = -. 




P^ cos 9?2 ’ 


PIL 


N, 


PQ=- __ 

cos (953 — 2 yj p^ cos (9?2 — 2 y^y 

^ ^^9^2 ~ 2 7 o) _ cos (953 — 2 yo) 
PQ W, COS953 • 


003953 
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Das Verhaltnis der sekundaren Leistung ziir primaron 
Leistung Nj_ ist der Wirkungsgrad rj. Er wird, abgeselien von dem 

Faktor durch das Verhaltnis PB.PQ dargestellt. 

cos (p^ 

Da ein kleiner Winkel ist, ist der Faktor selir nahe gleich 1. 

Bequemer lafit sich der Wirkungsgrad noch in folgonder Weise 
ablesen. Man verlangert PqP^^ iiber P^ und zieht durch ihren 
Schnitt 8 mit der Abszissenachse eine Parallele VV zu FD, also 
senkrecht zum Radius P^M. Eine Parallele WV zur Abszissenachse 
bringt man mit der Verlangerung des Strallies PS zum Schnitt in A, 
dann ist 

AAVS^/iSQP, AWVS'^ ASqB, 

daher 

AV-. VS^--SQ:PQ, 

WV: V8^--~-8Q:BQ, 

durch Division wird 

AV ^ BQ 
F'7“>Q 

und 

WA__WV~-AV _:^Q~^BQ_ PB N., cos {<p,^ — 2 y^) 

WV~~ WV ' PQ '~^PQ""’]Sf^ cos<p, 

Der Strahl PA schneidet von dor konstanton Strocko W V oin 
Stuck WA ab, das, abgesehon von dem Korroktionsfaktor, die se- 
kundare Leistung in demselben Malilstab darstoUt, in dom WV die 
primare Leistung darstellt. AV ist in dom gloiohon Mafistab dor 
Verlust, als Diflerenz der primaren und sekundaren Leistungon. Der 
Abstand eines Punktes A und daher auch eines Kroispunktes P von 
der Goraden VV, die senkrecht auf dem Radius steht, ist somit 
dem Verlust proportional. 


80. Beispiele. 

1. Das Arbeitsdiagramm des Mehrphasen-Induktionsniotors. 

In Kap. X S. 176 wurde gezeigt, daB das Vorhalten des In- 
duktionsmotors bezuglich Stromaufnahme und Leistung gleich ist 
dem eines induktionsfrei belasteton Transformators. 

Von der auf die sekundaro Wicklung, den Laufer, ubertragenon 
Leistung, die mit bezeichnet wurde, ist ein Teil, entsprecheud 
der „Schlupfung“ s des Laufers gegen das Drohfold der Strom- 
warmeverlust in der Wicklung. Dieser ist bezogen auf eine Stator- 
phase 

J^^E.^ = 8N^ 
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mid die pro Phase anf den Laufer ubertragene Leistung 

a 2 g 

Die Differenz ist die mechanische Leistung 




so daB der Transformator, durch den der Induktionsmotor ersetzt 
wird, an den sekundaren Klemmen die Spannung 



und den Belastungswiderstand -^3 besitzt (s. das Ersatz- 

schema Eig. 140 S. 176. 

Das Arbeitsdiagramm ist durch den Leerlaufstrom, den Kurz- 
schluBstrom und den Phasenverschiebungswinkel (p^ der Belastung be- 
stinimt. Da die mechanische Belastung des Motors einer induktions- 
freien elektrischen Belastung Equivalent ist, ist ^3 = 0 . 

Den KurzschluBzustand erhalt man, wenn der Belastungs¬ 
widerstand 



ist, d. h. wenn s=l ist, also bei stillstehendem Laufer. 



Bei Leerlauf ist der Belastungswiderstand unendlich gi-oB, ihm 
entsprioht s==0, d. h. der „synchron“ mit dem Drehleld rotierende 
Laufer. Da hierbei kein Strom im Laufer entsteht, ist das Dreh- 
moment Null. Die synchrone Geschwindigkeib ist die, der ein voll- 
standig entlasteter Motor zustrebt. Wird er belastet, so schliipft or 
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um einen bestimmten Betrag, bei dem ein solcher Strom entsteht, 
daB das Drehmoment, das er mit dem Drehfeld bildet, dem Belastungs- 
moment das Gleichgewicht halt. 

Tragt man den Leorlaufstrom Jq und den KurzschluBstrom 
die durch Messung ermittelt seien, in das Diagramm Fig. 183 ein, 
60 liegt der Mittelpunkt M des Kreises zunachst auf der Mittel- 
senkrechten auf Als zweiten Ort konnte man den Winkel 

wie in Fig. 181 antragen. Fine andore Konstruktion ist folgende. 
Wie an Fig. 181 gezeigt wurde, ist dor Zentriwinkel 

P,MP,~2a, 

worin allgemein 

« = —<P2 + 77.--ro 

ist, Der Induktionsmotor ist meist ein symmetrischer Stromkreis, 
d. h. es ist 7 /.— /o? <P 2 —0 ist, wird 

a = (p,^. 

Man tragt also an P(^P,^ den 

^Pj^P^Mr^ 90'^ — a = 90« — (p,, 
an. 

Das Arbeitsgebiet des Motors von „synchroner“ Geschwindig- 
koit bis zum Stillstand ist der obere Bogen P^PP^^ des Kreises. 
Man entnimmt doin Diagramm die primaren Strome — OP und 
deren Phasonverschiebungswinlcel rp ^, die primar zugefiihrte Leistung 
ist der Abstand der Punkte P von der Abszissenachse, die sekun- 
dare (die mechanische) Leistung ist der Abstand der Kreispunkte 
von dor Leistungslinie P^Pj^^ und das Verhiiltnis von abgegebener 
zu zugofiihrtor Leistung, don Wirkungsgrad 77 , zeigt die nach den 
auf S. 239 fiir Fig. 182 gegebenen Regeln eingetragene Wirkungs- 
gradlinie W — V. 

Boi dom Molior interessiert noch die Darstollung des Dreh- 
momontos und der Geechwindigkeit, die wir wie folgt im Diagramm 
ermitteln. 

Das Drehmoment ist proportional dor auf don Liiufer iiber- 
tragcnen Leistung 

a - o 


Da 


A undhier PP^ = (i_ i) 


ist, wird fiir Cq — 0 ^^ 


PP, P. fl 


Pq P ^Ic 

Praonckol, WochsolatrOmo. 2. Aufl. 


(311) 
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Nehmen wir an, der Laufer werde mit unendlicli groSer Ge- 
scliwindigkeit angetrieben (s == oo), so muB auch diesem ideellen 
Zustand ein Kreispunkt entsprechen. Hierbei sind und das Dreh- 
moment Null, well bei unendlich groBer Lauferfrequeiiz genau 
um 90® gegen die EMK verzbgert ist. Fiir s = oo ist die Leistung 
gleich —das negative Vorzeichen bedeutet, daB der 
Stromwarmeverlust dem Laufer mechanisch zugefubrt wird. 

Sei der Kreispunkt, der diesem Zustand entspricht, so ist 
fur ihn nach GJ. 311 

-^0 -^0 


und durcb Division bei der Gleichungen folgt 


B,B P,P„ U 


(313) 


P^ kann nicht experimented aufgenommen werden. Gl. 312 
gibt aber einen Anhalt fiir seine Konstruktion. Die Ordinate des 
KurzschluBpunktes P^ ist 

P,Q==OP,oo^<P, = OP,-^, 


ein MaB fiir den KurzschluBwiderstand B,^, wenn OP,, die Kurz- 
schluBimpedanz 2 ^ darstellt. Diese GroBen werden bei KurzschluB 
gemessen. Ebenso kann der Lauferwiderstand B^ gemessen oder 
berechnet werden. Tragt man ihn gleich P^^P auf P^^Q ab, so ist 

H' 

Dieses Verhaltnis soil nach Gl. 312 zwischen P,jP^ und P(,P^ 
bestehen, und da pQP^P^==a, 0P,J^ — cp^, und, wie gezeigt, hier 
cc== ist, macht man 

^Po^kP.'^^OP.B, 

indem man 

antragt und findet P ^. 

Aus GL 313 findet man nun das Drehmoment und die Schliipfimg 
wie folgt. Fallt man von P ein Lot auf den Radius P^M, so bildet 
dieses mit der Geraden PqPj. den Winkel P^NL — cc. 

Nun ist 

AP^NL^APqP^P^ und AP^NP ^ AP^PP^, 


daher 




P,N 


PP, PN 
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und Mermit wird nach. Gl. 313 



Nun ist der Abstand PN des Kreispunktes P von der Geraden 
PqP^ ein MaB fiir die abgegebene Leistung —l), daher 

ist NL im gleicben MaBstab der Stromwarmeverlust und PL 

a]s Summe von beiden // ^ die auf den Laufer iibertragene 

Leistung und das Drehmoment. Der Abstand eines Kjreispunktes 
von der Geraden PqP^ ist ein MaB fiir das Drehmoment, die 
Gerade PqP^ hoifit die Drehmomentlinie. Ihre Schnittpunkte mit 
dem Kreis besfcimmen die Zustande, bei denen das Drehmoment 
Null ist, namlich bei Leerlauf (Synchronismus) und bei unendlicher 
Geschw in d igkeit, 

Es verhalt sich 

NL-.PN-.PL = s-.(l—s)-.l. 

Bequemer ist folgende Darstellung: Zieht man eine Parallele 
TTJ zu PqP^ zwischen der Kreistangente P^,P und der Geraden 
•^o-^ 7 c’ is* P Schnitt des Vektors P^P mit dieser Geraden 
T U, so folgt aus den ahnlichen Dreiecken 

P^TB^PLPq und P^TU^P^LN 
TB:TU = NL:PL=-s:l. 

Der Abschnitt TB ist also proportional der Schjiipfung a und 
der Abschnitt BU der Gesohwindigkeit (1 — s). 

Das groBte Drehmoment ergibt sich in D auf dem Lot MD 
auf der Drehmomentlinie. Punkt D teilt das Arbeitsgebiet des 
Motors in zwei Teile. Von Pq bis JD entspricht einer vergroBerten 
Schlupfung eine Zunahme des Drehmomentes, hier ist der Betrieb 
stabil, von D bis P^^ entspricht einer Zunahme der Schiipfung eine 
Abnahme des Drehmomentes, hier ist der Betrieb unstabil. D ist 
die Stabilitatsgrenze. 

Ebenso wie man die mechanische Belastung des Motors durch 
eine gedachte elektrische ersetzt, kann man sie auch durch eine 
wirkliche elektrische ersetzen, ohne daB sich an der Stromaufnahme 
und dem Drehmoment etwas andert. Hierzu schaltet man einen 

Vorschaltwiderstand in den Rotor. Ist er B^(^ -1^, so hat der 

Motor bei Stillstand dasselbe Drehmoment und denselben Strom, wie 
beim Lauf bei der Schlupfung s, ohne Vorschaltwiderstand. Durch 
Abstufung der Widerstande kann man dem Motor alle Anlaufdreh- 
momente geben, die er beim Lauf vom Stillstand bis Synchronismus 
entwickelt. 


16 * 
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In Fig. 184 sind die aus dem Diagramm ermittelten Werte des 
Stromesdes Leistungsfaktors cos 99 , des Wirkungsgi’ades 7j und 
der Schlupfmig als Funktion der Belastung bis zur maximalen 

Leistung aufgetragen. Der Strom 



Elektrotechnik 1899) angegeben. 


ist in Prozenten des KurzscbluB- 
stromes dargestellt. 

Analog kdnnte man die 
Kurven fur das unstabile Gebiet 
und ferner fiir die Arbeitsweise 
als Generator auftragen, der der 
Kreisbogen unterhaJb der Ab- 
szissenacbse entspricht. 

Das Kreisdiagramm des 
Induktionsmotors wurde zuerst 
von Heyland (ETZ 1894) in 
vereinfachter Form, das hier 
abgeleitete exakte Diagramm 
von Ossanna (Zeitschrift fiir 


2. Der Resonanztransformator^). 

Ein Resonanztransformator ist ein Transformator, an dessen 
sekundare Wicklung Kondensatoren angeschlossen sind. Er wird in 
der Funkentelegrapbie zur Transformierung von Wecbselstromen in 
solche von koker Spannung verwendet. 

Die Kondensatoren sind an einen Sckwingungskreis angescklossen, 
der eine Funkenstrecke entkalt; sobald die Kondensatorspannung 
die Funkenstrecke iiberscklagt, entladet sick der Kondensator in den 
Sckwingungskreis mit einer Frequenz, die von den Konstanten des 
Kreises abkangt, Beim Gberscklagen der Funkenstrecke ist der 
Kondensator fast kurzgescklossen, und die sekundare Klemmen- 
spannung des Transformators gekt auf einen kleinen Wert zuriick. 
Sobald der Funke erlisckt, steigt sie wieder auf den friiheren Wert, 
die Resonanzspannung. Diese karm durck passende Wakl der Ver- 
kaltnisse ein Vielfackes der Leerlaufspannung des Transformators 
sein, und es wird durck die besondere Art der Erzeugung dieser 
hoken Spannung bezweckfc, daB beim Uberscklag des F unkens die 
Licktbogenbildung an der Funkenstrecke vermieden wird. 

An Hand des Diagramms seien die Strom- und Spannungs- 
verkaltnisse des Transformators erortert, wenn die sekundar an- 
gescklossene Kapazitat alle moglioken Werte von 0 bis 00 annimmt. 


1) s. Seibt, ETZ 1904, S. 276; Beuischke, ETZ 1907, S. 25; B^thenod, 
Jahrb. f. drahd. Telegraphic u. Telephonie 1907, S. 534. 
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Leerlaufstrom und KurzschluBstrom sind gegeben, O sei die 
variable Kapazitat, dann ist an den sekundaren Klemmen 

P 2 = und = — 90 
mC ' “ 

Filr Kapazitat wird im Diagramm 

<X^=n — T2-hro~n=n-i~^-hro — n- 

Da wir den Transformator als symmetrischen Stromkreis be- 
trachten konnen, ist 


und = 


Fig. 185. Das negative Vor- 


zeichen sagt, daB dieser Winkel von nacb oben anfzutragen 

ist. Da 


he ^ 


ist, wird fiir 


PP^:P^P = - 


Nock einfaclier stellt 
sick die Kapazitat G dar, 
wenn man durck P^ die 
Gerade senkreckt zum 
Radius Fy^M ziekt. Die 
Gerade PFy sckneidet auf 
FqG eine Slrecke FqB ab, 
fiir die infolge der Akn- Pj 
lickkeit der Dreieoko / 
F^FFy und BF^Fy gilt 


1 

= Zy : —- ^coG: — . 
CO G Zy 

F^B ist also co (7 im glei- 
ckem MaBstab, in dem 

BctFy den Leitwert — dar- 


Wachst G von Null 

anfangend, so nimmt der primare Strom erst ab und ist am 
kleinsten, wenn er in die Ricktung OM fiillt; er wackst dann, 
kommt in Pkasengleicbkeit mit der Klemmenspannung und dann 
in Voreilung. Die sekundare Spannung PFy wackst mit steigender 
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Kapazitatsbelastung von der Leerlaufspannung P^Pq anfangend und 
erreiclib ihren groBten Wert in P^, wenn P^P^ der Kreisdurchmesser 
ist. Hier besteht Resonanz. Die Leerlaufspannung ist 


Je kleiner cos 9 ?^, um so groBer wird das Verhaltnis der maxi- 
malen Spannung zur Leerlaufspannung; bierzu miijsen die Wider- 
stande des Trans for mat ors moglichst klein sein. Fur den widerstands- 
freien Transformator ware die Erhobung der Spannung wie beim 
einfachen Resonanzstromkreis unendlich groB. Fiir P^ ist 


daher die Kapazitat fiir die groBte Spannung 


sie wird um so kleiner, je groBer der Scheinwiderstand boi Kurz- 
scbluB ist. Da die Widerstande moglichst klein sein sollen, muB 
die Streuung groB sein. 

Der sekundare Strom bei Resonanz PqP^ ist wesentlich groBer 
als der bei KurzschluB es ist 

‘h0\ -—-—-—-—-- JTg^p 

^ _ Durch die groBe Streuung 

, ysni r x;— kleinen KurzschluB- 

~ / sT Strom wird erreicht, daB bei iiber- 

2,0 -^-A--briickter Funkenstrecke kein 

— ^--starker Strom aus dem Trans- 

^ _^ formator nachfiieBen kann. 

Der groBte Sekundarstrom 
_^^;z ©rgibt sich, wenn P auf dem 
^ 0,6 0,8 %o 1,2 p^~2,o Durchmesser durch Pq liegt; 

Fig. 186. die groBte Ladeenergie des 

Kondensators, die proportional 
dem Produkt also der Hohe des Dreiecks F^FF^^ ist, wenn 

P senkrecht liber der Mitte von PnP^ liegt. Hierbei ist = . 

CO 0 

In Fig. 186 ist das Verhaltnis der sekundaren Spannung P^ zur 
Leerlaufspannung F^q als Funktion von -~:zy. aufgetragen. 
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81 . Vektorgleichung und geometrischer Ort. 


Als geometriscke Orter fiir Strome und Spannungen "bei Ver- 
anderung der Bedingungen des Stromkreises hatten wir in den einf acken 
Beispielen (s. S. 34, 325) Gerade und Kreise gefunden. Bei komplizier- 
teren Schalbungen, wie sie z. B. durch Maschinen dargestellt werden, er- 
halt man auoh Ortskurven hoherer Ordnung. Ohne aui die Theorie 
der Maschinen hier einzugehen, soil gezeigt werden, wie aus den 
Gleichungen eines Systems auf die Ortskurve geschlossen werden 
kann ^). 

Fiir konstante Koeflizienten L, M, E usf. sind die Grund- 
gleichungen eines Problems, die aus den beiden Kirchhoffscben 
Regeln hervorgehen, stets linoare algebraische Bedingungsgleichungen 
zwischen den durch Zeibvektoren dargestellten WechselstromgroBen. 
Jeder Vektor eines Stromes, einer Spannung usf., der kurz mit SS 
bezeichnet sei, laBt sich daher darstellen durch einen als konstant 
zu betrachtenden Ausgangsvektor U und einen Proportionalitatsfaktor 
der im allgemeinen eine komplexe Zahl ist. 


Andert sich nun irgendeine GroBe der Bedingungsgleichungen, indem 
man einen sie messenden Parameter v verschiedene Werte durchlaufen 
laBt, so erscheint der komplexe Faktor ® als Funktion des Parameters 
und der Vektor 58 wird in der geometrischen Darstellung irgend¬ 
eine Kurve beschreiben. Ist, wie unter der gemachten Voraussetzung 
zutrifft, die zu messende GroBe eine rationale Funktion des Para¬ 
meters, so wird auch der gesuchte Vektor 58 ©ine rationale, im all¬ 
gemeinen gebrochene Funktion des Parameters sein. Sind daher 
91, 58, ^ usf. konstante, komplexe Zahlen, v ein beliebiger reeller 
Parameter, so fiihrt die Gleichung des Systems stets auf die all- 
gomeine Form 






(314) 


■ ® ® v + H-...-f- V” ■ 

Diese Gleichung stellt je nach den Potenzen von v eine 
Kurve bestimmter Ordnung dar. Jede Zahl 91, 58, K, •. • im Zahler 
und Nenner hat einen rellen und einen imaginaren Teil, die graphisch 
durch die Koordinaten eines Vektors vom Anfangspunkt dargestellt 
werden. Setzt man abgekiirzt die Zahler und Nennersummen 5)1 
und D (y^), so konnen 5)5 und D in den reellen und den imaginaren Teil 
zerlegt werden und es wird 




B. 0. Bloch, die Ortskurven der graphiBohen Wechselstromtechnik, 
Ziirioh 1917 und W. Michael, Diss., Zurich 1919. 
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Maoht man den Nenner reell, so erhalt man 

(p, Q, + p, c.,)+ )■ lA Q , -P, Qd I.y/M 

0 und W stellen Abszisse und Ordinate der Ortskurve des VektorsaS 
dar, und sind rationale gebrochene Funktionen von v. 

Der Grad der Funktionen bestimmt die Ordnung der Kurve, 
sie ist (m n) wenn m^n ist, und 2 wenn m<^n ist, 

Soriderfall. Es sei der Nenner in (314) reell, wobei entweder 
die ... reell sind oder gleiches Argument tp haben. Im 

letzten Fall kann man sie durch ihre Betrage D, E, F, ... ersetzen 
und den gemeinsamen Faktor e?> fortlassen, entsprecbend einer 
Drehung der Kurve um 9 ?, wobei ihr Charakter sick nicht andert. 
Die Form mit reellem Nenner 


$8 V -f- ® “f" • • • 4“ 3)? u 

']) Fv‘'-‘ N 'if' 


ist nun vom Grade m oder je nachdem m'^n oder mC^n ist. 

Da man den Nenner stets reell machen und Gl. 314 in die 
Form 315 uberfiibren kann, so gilt allgemein: ertcbeint der Nenner 
in reeller Form, so gibt die grolBere der Zablen m und n die Ordnung 
der Kurve an. Nun kann, wenn m<^n ist, die GL 315 stets so 
umgeformt werden, daB m>w ist. Ist m<^n, so heiBt dies, daB 
fur - 1 ; = 00 , as—0 ist, die Kurve durch den Ursprung geht. Ver- 
schiebt man die Kurve um eine konstante Strecke T, was einer 
Addition eines konstanten Vektors SL zu aS entspricht, und bringt 
die Summe aS -1- ^ gleichen Nenner, so wird der Zabler mindestens 
vom Grad des Nenners. Hiermit kann man sagen: Eine Form mten 
Grades mit reellem Nenner stellt eine Ortskurve wter Ordnutig dar. 

AIs Ortskurve erster Ordnung erscheint die Gerade. Stellt 
$8 einen Vektor dar, so sind 83-y, wenn v alle Werte von 0 bis 00 
durchlauft, mit $8 gleichgerichtete Vektoren. Ihre Bndpunkte liegen 
auf einer Geraden durch den Ursprung, dexen Gleichung ist 
as-=93w.(316) 


Addiert man zu den Vektoren der Geraden einen konstanten Vektor 
51, der eine andere Richtung hat als $8, so ergeben sich neue Vek¬ 
toren, deren Endpunkte eine zur ersten parallele Gerade beschreiben, 
die nicht durch den Ursprung geht. 

= .(317) 

ist die Gleichung der Geraden allgemeiner Lage. 

Haben 91 und 93 gleiche Richtung, so ist ihr Verhaltnis reeU, 
es gibt somit einen Wert Vq, fiir den die Betrage A -j- E Vq = 0 ergeben. 
Die Form aS = 93 (v — Vq) zeigt, daB diese Gerade eine andere Punkt- 
verteilung hat, aber auch durch den Nullpunkt geht. 
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Durch Inversion der Geraden allgemeiner Lage (317) erhalt man 
den Kreis durch den Ursprung. Seine Gleichung ist der rezi- 
proke Ausdruck von (317) 

. 

Diese Gleichung ist nach friiherem zweiter Ordnung, wenn der 
Nenner komplex ist. Fiir reellen Nenner ist sie erster Ordnung, somit 
wieder eine Gerade als Inverse der Geraden S8 = 93 (^, — sie hat 
dann reziproke Parameterdarstellung. 

Verschiebt man den Kreis durch den Ursprung um einen konstanten 
Vektor K, so erhalt man die Gleichung des Kreises in allge¬ 
meiner Lage 

® = ® + = !$§-:. 

worin ® = (l-j-9l(S:), (£=i8(S gesetzt ist. 

Beispiel. Setzt man in die Hauptgleichungen 287 und 288 
Seite 226 den Belastungswiderstand proportional dem Parameters 
und daher —wird durch Division der Gleichungen 

O + ^0 ^0 ao ^ ^ ^ 4- ® ^ 


dies ist die Form der Gl. 319. Hieraus folgt, daC, wie auch bei Ab- 
leitung des Arbeitsdiagramms bemerkt wurde, sich ein Kreis ergibt, 
wenn die Belastung gg konstanten Phasenwinkel hat. 

Die Form 319 zeigt, dafi bei der Inversion die Kurve ihren 
Charakter nicht andert, die inverse Kurve ist wieder ein Kreis all¬ 
gemeiner Lage. 

Die Form zweiten Grades 

2S = 21-1- 93 v-{- (5:^2 .(320) 

ergibt, wenn 9t, $8, K verschiedene Richtung 
haben, wie Fig. 187 zeigt, eine Parabel. 

9 g'= 2[-{-stellt eine Gerade dar mit qua- 
dratischer Punlctverteilung. Setzt man v^=u, 
so ist die Gleichung in u linear. Man hat also 
je nach der Potenz der Punktverteilung Kurven 
erster und zweiter Ordnung mit linearer, qua- 
dratischer usf. Punktverteilung zu unterscheiden. 

Haben in (32.0) 93 und © gleiche Richtung, so 
gibt es auBer s = 0 einen Wert Vq, fiir den 
Bvq-\-Gvq^ — 0 wird, d. h. B — — Cvq. Dann 
geht (320) iiber in 9t-|-K(s^ — '*’'^^ 0 )? 

Gerade in Richtung von K mit quadratischer 

Punktverteilung, bei der aber jedem Punkt zwei Werte von v ent- 

sprechen. 
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Die Gleichung zweiter Ordnung mit reellem Nenner 




(321) 


geht durch den Ursprung fLir v = oo. Fiir SS==oo erhalt man zwei 
Werte des Parameters v, indem man den Nenner gleich Null setzt. 

Diese Werte ^ sind, je nachdem ']/JD^ — 4:0 ist, reell und 

verschieden, reell und gleich, oder konjugiert komplex. 

Sind sie gleich, = to, so erhalt man durch Partialbruch- 

zerlegung die Form 

+ / •- - , = g H- ® 

{v — wy ' {v — w) ' 


wobei u=l:(y — w) gesetzt wurde. Nach (320) ist dies eine Pa- 
rabel durch den Ursprung. Sind und reell und verschieden, 
so wird analog 




N+Z 


—-^i) (^ — *^ 3 ) 


— ^W-{- ©r. 


Sie hat fur zwei verschiedene Werte von 0 einen unendlich 
fernen Punkt und ist daher eine Hyperbel, deren einer Ast durch 
den Ursprung geht. Sind endlich und konjugiert komplex, so 
ergibt sich fiir keinen Wert von v mehr ein Punkt im Unendlichen, 
die Kurve ist eine Ellipse durch den Ursprung. 

Gl. 321 ist somit die Gleichung eines Kegelschnitts durch 
den Ursprung. In allgemeiner Lage erhalt man sie durch Ver- 
schieben um einen konstanten Vektor Auf gemeinsamen Nenner 
gebracht ist die Gleichung 

^ C-^Dv^Ev‘^ 


Die Inverse eines Kegelschnitts in bezug auf einen Punkt der 
Peripherie ist nach einem bekannten Satz^) eine zirkulare Kurve 
dritter Ordnung, deren Singularpunkt im Inversionszentrum liegt. 
Ihre Gleichung ist der reziproke Wert des Ausdrucks (321). Ad- 
diert man wieder einen konstanten Vektor, so liegt der singulare 
Punkt in beliebiger Lage. Die Gleichung der zirkularen Kurve 
dritter Ordnung ist in allgemeiner Lage 

S' -h 


Diese Gleichung entsteht auch wie folgt. Addiert man zu einem 
Kreis durch den Ursprung eine Gerade, so ist 




_^ 

S ® ^ 


Sl'-j-S'-y-fS'-y® 


0 s. z. B. E. Beutel, Algebraische Kurven. Sammlung Goschen 436, S. 77. 
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wo 

r = 58'= (91 (£ + 93 S), (S:' = (58(£) 

gesetzt ist. 

Dies ergibt eine Konstruktion der Kurve. 

Fiir groI3e Werte v verschwinden die Voktoren nach dem Kreis 
gegen die der Geradea, sie ist die Asymptote der Kurve. Ist der 
Zahler reell, so liegt, wie erwahnt, der singulare Punkt im Ursprung. 
Die beiden Wurzeln ^ fiir die 58=0 wird, bestimmen dann, je 
nachdem sie gleich, reel! und verschieden oder konjugiert komplex 
sind, einen reellen Doppelpunkt oder einen Umkehrpunkt oder einen 
isolierten Doppelpunkt. 

Die Inverse der Gl. 823 ergibt die bizirkulare Kurve 
vierter Ordnung durch den Ursprung. 

Durch Verschieben in die allgemeine Lage wird ihre Form 


® ® ^S' 


(324) 


Man kann nun durch sukzessive Addition einer Geraden und 
Inversion zu immer hoheren Ordnungen gelangen, wodurch sick alle 
zirkularen Kurven in der Form 314 ergeben, wahrend nicht zirku- 
lare Kurven (wie die Kegelschnitte) auch in der Form 315 ent- 
halten sind. 
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82. Ausgleiclistrome. 

Bisher wurden die Ersclieinungen des stationaren Wechsel- 
stromes besprochen, der siob unter Einwirkung einer gegebenen 
Spannung in einem Stromkreis einstellt. Er kann als die erzwungene 
Schwingung angesehen werden, weil er im Takt der durch die 
Spannung eingepragten Schwingungszahl schwingt. 

Andern sick die Bedingungen des Stromkreises, sei es, dal3 die 
zugefiilarte Spannung oder die Konstanten bei Scbaltvorgangen oder 
Belastungsanderungen sich andern, so geht der Strom aus einem 
stationaren Zustand in einen anderen iiber. Der neue Endzustand 
stellt sick nickt augenblicklick ein, weil die ihm entspreckenden 
Energien der magnetiscken und elektriscken Felder nickt vorkanden 
sind, die Felder zunackst geladen werden. Dies erfordert eine ge- 
wisse "Obergangszeit. Wakrend diesex iiberlagert sick iiber den sta¬ 
tionaren Strom ein sog. Ausgleickstrom oder freier Strom, der fiir 
sich die Bedingungen des Stromkreises erfiillt und den stetigen 
tJbergang von einom stationaren Zustand zum anderen vermittelt. 
Wir untersuchen zunackst Stromkreise, bei denen Widerstand, In¬ 
duktivitat und Kapazitat als konzentriert zu betrackten sind, d. k. 
relativ langsame Vorgange, bei denen in jedem Teil des Stromkreises 
der Strom in jedem Augenblick den gleichen Wert hat und die wir 
als quasistationare Stromkreise bezelcknen. 

Die Untersuchung vereinfacht sick, wenn die Konstanten des 
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Stromkreises R, L, G wahrend der tTbergangszeit sich nicht audern. 
Die Spannungsgleichung eines solchen Stromkreises ist von der 
Form 

— .(325) 

Avorin cp eine lineare Funktion ist, deren Glieder teils den Strom i 
selbt in Verbindung mit Konstanten, teils den Differentialquotienten 
des Stromes nach der Zeit, teils das Zeitintegral des Stromes ent- 
balten. 

Wahrend der tjbergangszeit setzt sich der Strom znsammen 
aus dem (erzwungenen) stationaren Strom und dem (freien) Aus- 
gleichstrom i^, es ist 

i = .(326) 

nnd da Gl. 325 linear ist, kann sie zerlegt werdeii in 

I i (v. » •(325 a) . 

worin 'p die dem stationaren Endzustand entsprechende Spannung 
ist. Nun erfiillt der stationare Strom fiir sich die Bedingung 


= .(325b) 

•daher ist fiir den Ansgleichstrom 

Ji^dt^=0 .(325c) 


Man erhalt die Gleichung des Ausgleiohstromes fiir sich, wenn man 
in der Differentialgleichung die zugefiihrte Spannung gleich Null 
setzt. Sein Verlauf ist von der Art der zugefiihrten Spannung un- 
abhangig, daher bezeichnet man ihn als freien Strom. 

Der Ansgleichstrom vermittelt den stetigen tjbergang vom An- 
fangszustand zum Endzustand. Bei Beginn der Zustandsanderung, 
den wir hier als Anfang der Zeitrechnung, i — 0, ansehen, habe der 
Strom i einen Anfangswert \(o)- Bezeichnen und die Werte 
des erzwungenen stationaren Stromes und des freien Stromes fiir 
•den Augenbliok i —0, so ist nach Gl. 326 

^f(o) .(327) 

S3. Stromkreis mit konstantem Widerstand und konstanter 
Induktivitat. 

Fiir einen solchen Stromkreis gilt nach Kap. II Gl. 21 
P = Bi + L^. 

Setzen wir hierin nach Gl. 326 = so wissen wir, dalB 
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fiir den stationaren Strom die Spannungsgleichung fiir sich erfiillt 
ist. Fiir den freien Strom gilt daher 
. dif 


Rif 


dt 


. (328) 


Durch Trennung der Variabeln wird 


dif _ 


-- — ydt. 
1 / 


Integriert man diese Gleichung von den Anfangswerten ^ — 0, 
V“V(0)’ ^ V’ wird 




(329) 


V 7 ( 0 ) 

Dies ist die Helmholtzsche Gleichung des freien Stromes, die 
aussagt, daB er von seinem Anfangswert an mit der Zoit nach 


der Exponentialfunktion e 


6 . B . 

ausklingt. Die GroBe heiBt Diimp- 
1 / 


fungsfaktor, er ist der reziproke Wert einer Zeit. Fiir einen Zeit- 

punkt nach Beginn des Ausglcichsvorganges ist 

R 

• _ • -1—Li_„- 

h/)--V(o)^ “ 2 , 718 ^^^®^’ 

der Strom ist auf den —ten Teil seines AnfangswerteKS gesunkem 
e 

heiBt die Zeitkonstante. 

11 

Nach Gl. 329 miiBte der freie Strom erst nach unendlich langer 
Zeit verschwinden; praktisch khngen die meisten Ausgleichsvorgange- 
in kurzer Zeit ah. 

Der Strom hat nur noch ^j^QQ seines Anfangswertes, wenn 


ist, Oder wenn 


= — In 100 = 4,605 ~. 
li H 


1st z, B. i2=lOhm, 0,1 Henry, so ist die Zeitkonstante 
— =0,1 Sekunden, der Ausgleichstrom ist nach 0,46 Sekunden auf 

den 100. Teil seines Anfangswertes gesunken. 

Der Anfangswert ist nun entsprechend GI. 327 aus don be- 
sonderen Bedingungen zu ermitteln, die sich aus den stationaren 
Anfangs- und Endzustanden ergebeii, wio an einigen Beispiolon ge- 
zeigt werden soli. 
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a) Der freie Strom Ibeim Aufhoren des Wirkens der Spannung. 

Dieser Fall tritt z. B, ein, wenn der Stromkreis nacii Abstellung 
der Spannung in sich goscMossen bleibt, etwa bei der Magnet- 
wicklnng einer Maschine, die nach dem Abschalten in sich oder 
Tiber einen Widerstand kurzgeschlossen wird. Der stationiire Strom 
ist hier wegen des Fehlens der Spannung i^ = 0. Der freie Strom 
ist daher fiir t = 0 nach Gl. 32 7 


V(o) ~ 

gleich dem Wert, den der Strom vor dem KurzschlieBen des Stroin- 
kreises z. Z. t — 0 hatte. Der gesamte Strom ist also hier 

i = .(330) 

In dem magnetischen Felde war urspriinglich eine Energie 

^ aufgespeichert. Die Abnahme der Energie ist —Li di — i^ Rdt, 

sie ist die in der Zeit dt erzeugte Stromwarme. Nach Ablauf des 
Vorganges ist die ganze urspriinglich vorhandene magnetische Energie 
in Stromwarme umgewandelt. 

Bei spiel. In einem 6 poligen Gleichstrommotor ist der FluB 
eines Poles 0 — 0,01 Voltsek., jeder Pol hat 1700 Windungen, der 
Erregerstrom ist 4 Amp., der Widerstand der Erregerwicklung 
i2-=i00 Ohm. 

Die Induktivitat wird 


0,07-6-1700 _ 

. _ _ = 


= 178,5 Henry. 


Wird dieser Stromkreis sich iiberlassen, so klingt der Strom nach 


der Gleichung ab 

- — 0,661 1 
^ = 4 e 

Die Zeitkonstante ist 1,785 Sek.; 
nach dieser Zeit ist der Strom auf den 

4, 

Wert —==1,47 Amp. gefalien und auf 

^/loo des Anfangswertes nach 4,605-1,785 
8,2 Sekunden. Der Vorgang ist in Fig. 



Se/f. 

10 


188 dargestellt. 


Fig. 188. 


b) Entstehen eines Gleichstromes. 

Wird der Stromkreis zur Zeit < = 0 an eine Gleichspannung P 

P 

angeschlossen, so ist der erzwungene stationare Strom 
Strom wahrend der tlbergangszeit ist 

. ... P,. 
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Zur Ermittlung von ^(o) setzen wir die Grenzbedingung ein: 

P 

Zur Zeit t = 0 ist i — 0 und , daher 


i 



(331.) 


Fig. 189 zeigt das Entstehen des Gleichstromes fiir das vor- 
hergehende Beispiel. Er ist die Summe des stationaren Stromes 
und des freien Stromes und steigt von dem Wert Null allmahlich an. 


c) Belastungsanderung in einem Gleiclistromkreis. 

Wird in einem Gleichstromkreis bei konstanter Spannung dor 
Widerstand plotzlich von dem Wert auf den Wert E^ geiindert, 

P 

so ist der Anfangswert des Stromes = —, der stationare End- 


wert 



aus Gl. 32 7 wird daher 

• _ • • —Z- 

V(0) — P 


E^ 




und der Strom wahrend des Ausgleichsvorganges 



Fig. 190 zeigt fiir das Beispiel 2/= 178,5 Henry den Strom- 
verlauf a) wenn bei 400 Volt der Widerstand von E^ — 200 auf 
.Z?g==100 verkleinert wird, b) wenn er von 22^= 100 auf 22^ = 200 
vergroBert wird. Im zweiten Fall ist der Hampfungsfaktor doppelt 
so groB als im ersten, der Vorgang spielt sich viel schneller ab. 
Wir haben dieses Beispiel gewahlt, weil es zeigt, daB bei einem 
Stromkreis mit sehr hoher Selbstinduktion, wie ihn die Magnet- 
wicklung einer Hynamomaschine darstellt, der Ausgleichsvorgang 
mehrere Sekunden dauern kann. Streng genommen ist bei einer sol- 
chen Magnetwicklung L wegen der Eisensattigung keine Konstante. 
Wie hierbei zu rechnen ist, wird auf S. 259 gezeigt. 
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d) Das Eittschalten eines Wechselstronies. 

Wird der Sbromkreis zur Zeit i —0 an eine Weckselspannung 

'p ~ 

angeschlossen, so ist nack Kap. II S. 16 der stationare Strom 
ig — sin {cot-\- xp — cp), 

. CO 

worm - , tg 03 = —:=r 


ist. Der freie Strom ist wieder 

Da der Anfangsstrom \ = 0 ist, wird nach Gl. 327 

V(o) = —■ i(0) = — sin (-tp — (p) 

und der gesamte Strom wahrend das Einsckaltvorganges: 

—f-e 

i = — sin (coi-j-ip — 93 ) — sin (ip — 93 ) e (333) 

Die GroBe des freien Stromes, der "bei f—0 den stationaren 
Strom zu Null erganzt, hangt von dem Augenblick des Einschaltens 
ab. Wird in dem Augenblick eingesckaltet, in dem der stationare 
Strom durcb Null gehen wiirde, so ist aucb == 0, und der Strom 
schwingt sich sofort auf den stationaren einwelligen Strom ein. In 
jedem anderen Ealle ist ein freier Strom vorhanden. 

In Fig. 191 stellt die 

Sinuskurve den statio- / i 

naren Strom dar, der beim 

Einschalten in dem auf / \ ' 

der Zeitachse mit 0 be- /_ _\_/ 

zeichneten Augenblick so- y £3 j 

fort entsteht, wahrend bei \ / 

den mit 1 , 2 ,3 bezeichneten \ / 

Augenblicken, die nach der \ / 

Exponentialkurve abklin- 

genden Ausgleichsstrome Fig. 191. 

if ^ if , if entstehen. Der 

resulbierende Strom ist nach Gl. 333 die OrdinatendifEerenz zwischen 
der Sinuskurve und den Exponentialkurven. Er hat seinen groBten 
Wert etwa Periode nach dem auf den Einschaltmoment folgenden 
ersten Nulldurchgang (a) des stationaren Stromes, und zwar ergibt 
sich aus der Pigur die groBte OrdinatendifEerenz fiir den Ausgleich- 
strom if , der die Sinuskurve tangiert. Die Bedingung fiir den Ein¬ 
schaltmoment, bei dem der groBte EinschaltstromstoB auftritt, ist 
daher, daB fiir t = 0 

di^ dif 

<^% = 0 ) dt(^t = Q) 

Fraenckel', Wechselstrome. 2. Anft. 17 
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Aus Gl. 333 erhalt man 

CD cos {yj — cp) = — - — sin {rp — cp) 

, . 

und mit -- — tgcp 

xC 

tg {xp — cp) = — tgcp, 

^ = 0 Oder n , 

dies ist der Augenblick, in dem die Spannung durch Null gelit. 

Fiir xp = 0 ist der resultierende Strom 

r 

I sin [cDt — 9 ?) -j- sin 9 ? e ^ J • 

Der Nulldurchgang des stationaren Stromes nach dem Einschalten 
liegt bei (ot = <p, das Periode spater eintretende Maximum liegt 

bei cot—q}-}-— wird 

1^1-]-sin 9 ? e .(334), 



Ist R sehr klein gegen coL, so nahert er sicli dem Wert 
Dies ist der groBte Wert des StromstoBes, der bei konstantem L 
beim Einschalten im Nulldurchgang der Spannung auftreten kann. 

Eig. 192 stellt das Einschwingen des Stromes dar fiir cos 97 — 0,18 
und beim Einschalten im Nulldurchgang der Spannung. 

Bei einer plotzlichen Anderung einer der Konstanten R oder L- 
des Stromkreises bei konstanter Spannung sind Anfangs- und End- 
werte des Ubergangsstromes 

■i^=='i^^sin(co^+9? — 97J, i^ = i^^mn((Diip — 9?J, ■ 
der freie Strom im Augenblick ^ = 0 .nach GL 327 

V(0) = (0) — i(0) = \m {w — ^a) ~ im (V ~ 9^e) * 

Er hangt nicht nur von der GroBe, sondern auch von der- 
Phasenverschiebung cp^ und <p^ der stationaren Anfangs- und End- 
strome gegen die Spannung ab. 
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84. Stromkreise mit Widerstand und veriinderlicher 
Induktivitat. 


Bei den eisenhaltigen Stromkreisen ist L in weiten Grenzen 
veranderlich, dalier ist es nicht mehr moglich, den freien Strom von 
dem stationaren rechnungsmaBig zu trennen. Hier ist die DifPe- 
rentialgleichung 

K>- 1 


zu verwenden, worin 0 = durch die Magnetisierungskurve ge- 
gebeii ist. 

Man kann mit Hilfe der Magnetisierungskurve den Vorgang an- 
genaiiert graphisch verfolgen, wenn man statt der unendlich kleinen 
Anderung d0 eine endliche4<? in der endlichen Zeit^^ betrachtet. 
Die Annaherung an den wirklichen Vorgang wird um so groBer, je 
kleiner man die GroBen wahlt. 

a) Das Einsclialten eines Gleichstroines. 

Hier ist ^3 == konst. =P und es wird 




A0 
" At ■ 


Fig. 193 stellt die Magnetisierungskurve dar, die zweckmaBig 
so aufgetragen wird, daB die Ordinaten die Kraftlinienwindungen 
w0=W, die Abszissen den Ohmschen Spannungsabfall iJR darstellen. 
Dem stationaren Strom J entsprecbe JR = P — OA und w0 = AB. 




Greift man nun eine Flu6anderung it;4 = DP heraus, bei der 

der Ohmsche Spannungsabfall im Mittel iR = OG ist, so berechnet 
sich die zu dieser FluBanderung erforderliohe Zeit beim Einscbalten 


wA0 


17‘ 
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Durch Einteilung der ganzen FluCanderung von 0 bis w<T> = AB 
in entsprechende Elemente die nicht gleichgroB zu sein 

brauchen, berechnen sicb die zugehorigen Zeiten At und der ganze 
Einschaltvorgang. Graphisch verfahrt man wie folgt: 

In Fig. 193 seien die MaBstabe der FluBwiadungen und Span- 


nungen 

1 cm = m Voltsek., 

1 cm = w Volt, 

so ist 

wA0==mI)E, 

P —JR = nCA 

und 

. wA0 

^ iP — iR 

m DE 

— -Ty 

n CA 


Macht man in Fig. 194 OT — — Sek., TP — CA und das Drei- 
n 

eck otp mit der Hohe tp — DE ahnlich dem Breieck OTP, indem 
man op parallel OP zieht, so ist oi = zlifSek. 

Hierdurch erhalt man das Ansteigen des Flusses mit der Zeit 
als eine gebrochene Kurve, die sicb der wirklichen um so mebr 
anschmiegt, je kleiner die Elemente A^ gewahlt werden. Aus der 
Magnetisierungskurve erhalt man zu jedem FluB den Strom und 
hiermit den zeitlichen Verlauf des Sbromes i, der von dem des 
eisenlosen Stromkreises (Fig. 189) wesentlich abweicht. 

Ist remanenter Magnetismus vorhanden, so beginnt die Zunahme 
des Flusses nicht bei 0, sondern bei die Magnetisierungskurve 
steigt, wie in Fig. 193 gestrichelt angedeutet, von an. Ber Ein¬ 
schaltvorgang wird hierbei entsprechend abgekiirzt. 

b) Das Einschalten eines unbelasteten Transformators. 

Fvir einen leerlaufenden Transformator oder eine Brosselspule 
mit Eisen ist 

Pi -}- w ~ = p^ sin y>). 

Ber Transformator werde zur Zeit i=0 an das Netz ange 
schlossen, hier ist i — 0, und sei der remanente FluB. 

Burch Integration von 0 bis t wird 

0 — -COS (o )i -j" V') “h — f • (335) 

^ (JOW ^ 1 T-y I ^ J w ' 

0 

Auf der- rechten Seite haben wir vier Glieder, das erste ist, 
wie erwahnt, von der Remanenz bedingt und konstant. Bas zweite 
Glied ist ein WechselfluB mit der Amplitude 

cow 

Dies ist jener stationare FluB, der sich einstellen wiirde, 
wenn der Ohmsche Spannungsabfall in der Wicklung Null ware. 
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Bei modernen Transformatoren hat der Vollaststrom etwa 1 ®/q Ohm- 
schen Spannungsabfall, und der Leerlaufstrom betragt durchschnitt- 
lich 10”/o vom Vollaststrom. Daher ist sein Spannungsabfall nur 
etwa 0,1 °/q der Klemmenspannung, und dabei ist sehr nahe 
gleich dem FJu6 bei Leerlauf. Das dritte Glied ist konstant (P'm cos yj 
und erganzt den stationaren FluB im Augenblick t = 0 zu Null. 
Das vierte Glied endlich stellt die durch den Ohmschen Spannungs¬ 
abfall bedingte Abnahme des Flusses dar. 

Mit groBer Annaherung, d.h. bei Vernachlassigung des Ohmschen 
Spannungsabfalls des stationaren Maguetisieningsstromes stellen also 
die vier Glieder der Gl. 335 b 

dar: das zweite den statio¬ 
naren FluB, das erste und 
dritte zusammen den An- 
fangswert des freien Flusses, 
das vierte die Dampfung 
des freien Flusses. 

Nun ist bei einer Wech- 
selspannung der Zusammen- 
•hang zwischen Strom und 
FluB durch die Hysteresis- 
schleife gegeben. 

Beim Einschalten 
schwingt 0 nicht um den 
Wert Null, sondern um einen 
FluB, der seine Bichtung 
beibehalt, er ist zu Anfang 
0 Q -|- 0 m cos xp und klingt 
mit der Zeit ab, so daB nicht die symmetrische Hysteresisschleife 
beschrieben wird, sondern Schleifen, die, wie Fig. 195 zeigt, un- 
symmetrisch zum Koordinatenanfangspunkt liegen^), und deren Lage 
von dem Anfangswert abhangt. Da wir iiber diese Art der Hyste- 
resisschleifen nichts Naheres kennen, entzieht sich der Vorgang einer 
rechnerischen Untersuchung. Sieht man vcn der Dampfung in den 
ersten beiden Halbpcrioden ab, so ergibt sich im ungiinstigsten Falle 
der FluB . und der StromstoB wie folgt. 

Der Teil cJ^^cos?/; hat seinen gioBten Wert, wenn y} = 0 ist, 
d. h. wenn im Nulldurchgang der Spannung eingeschaltet wird. Ihm 
kann der remanente FluB gleich- odor entgegengerichtet sein, so 
daB im ungiinstigsten Falle der Anfangswert des freien Flusses 
0 Q -j- 0 m ist. 

Der stationare FluB begirmt fiir yj = 0 mit — 0m und ist nach 
Periode -j- 0m geworden, so daB bei kleiner Dampfung der FluB 

O 6. Hay, Electrician 1894. 
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nach Periode -f- 2 ist, also mehr als doppelt so groB wio 
die Amplitude des stationaren Flusses, uni so mehr, je groBor die 
Pemanenz ist. Die Induktion steigfc nicht ganz proportional, well 
bei den hohen Sattigungen ein groBerer Teil des Flusses durcli die 
Luft verlauft; immerhin kann bei modernen Transform at oren, bei 
denen die Amplitude der Liduktion im stationaren Zustand etwa 
14000 ist, die Sattigung auf i5= 30000 steigen, und hierzu 
^ gehort ein Strom, der ein Viel- 

y.j faches nicht nur des stationaren 

Magnetisiernngsstromes, sondern 
auch des Vollaststromes ist, er be- 
dingt einen groBen Spannungs- 
abfall, so daB die folgende Welle 
schon abgeschwacht ist. 

Fig. 196 zeigt nach A. Hay 
(EL review 1898) die mittels Jou- 
bortscher Scheib© aufgenommenen 
Anfangsschwingungen des Stromes 
und der Induktion, und Fig. 197 
zeigt nach Link© (Arch. f. Elektr., • 
Bd. I, S. 21) das Oszillogramin des 
Einsehwingens des Stromes an 
einem modernen Transformator. 
Zur Vermeidung der StromstoBe, 
die nicht nur fiir die Schalter und 
MeBinstrumente schadlich sind, 
sondern auch die Wicklung mechanisch stark beanspruchen, ver- 



Fig. 197. 


wendet man einen Schalter mit Widerstandsvor- 
stufe (Fig. 198). Da der Vorgang in wenigen Pe- 
rioden abklingt, braucht man praktisch nicht auf 
der Vorstufe stehenzubleiben, da die ©rforderliche 
Zeit nicht groBer ist als der Schalterbewegung 
©ntspricht. Der Widerstand muB so bemessen 
sein, daB ©inerseits. beim Einschalten, anderer- 



Pig. 198. 



Fig. 196. 
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.•seits beim KurzschlieBen des Widerstandes der StromstoB ein zu- 
lassiges MaB nicht iiberschreitet. 

Eine angenaherte Berochnung hat Rogowski^) unter Vernach- 
lassigung der Hysteresis und der vergroBerten Streuung durchgefiihrt, 
indem er die Magnetisierungskurve in drei Teile zerlegt und durch 
gerade Linien ersetzt. Danach genilgt ein Widerstand, der etwa 
(5 bis) 10°/„ der vollen Klemmenspannung beim stationaren Magne- 
tisierungsstrome aufnimmt. 


85. Stromkreise mit Widerstand und Kapazitat. 

In einein Stroinkreis, in dein ein Widerstand R in Reihe mit 
einem Kondensator C liegt, ist nach Kap. II Gl. 36 

In der tJbergangszeit setzt sich i aus dem ©rzwungenen Strom 
und dem freien Strom ^ zusammen, es ist i = . 

Der stationare Strom erfiillt fiir sich die Spannungsgleichung, 
daher ist fiir den freien Strom 

.(336) 

Durch Differentiation und Trennung der Variabeln wird 
dif dt 

Tf^~~RC 

und durch Integration von if — und ^ = 0 bis und t wird 


Der Dampfmigsfaktor ist hier ---x, die Zeitkonstante RC. 
RU 

Piir die Ladung q des Kondensators ist ganz analog 


fiir die freie Ladung 


‘t+'i--- 


0 Arch, f Elektr., Bd. I, S. 344. 
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und fiir die Kondensatorspannung 

Vfc = -^-=-Vf(0)& 


itc . 


a) EutladuDg eines Kordensators iiber einen Widerstand. 


Der Kondensator ist auf eine Spannung geladen mid besitzt 
daher die Anfangsladung q^ — P^C. Er wird zur Zeit t=0 iiber 
einen Widerstand geschlossen und entladet sich; der Endzustand 
ist g^ — 0, und 

qfiO) = qaiO)—qeiOl = qa = Pc^, 

_ t_ _<_ 

q~qf-\-qe~qf~qa^ ■^^ = PgOc . . (339) 


Der Entladestrom ist 

._ dq _ 

^ dt 


P, 


Der Anfangswert des Stromes ist 


^ (340) 

Der Kondensator hatte 


zu Anf ang die Energie | PJ^ G, diese ist wahrend der Entladung in 
Stromwarme iibergegangen, denn es ist 

< = oc «=.» ^ 

J PEdt == J Edt=j p;^ C . 

t^o t=0 


b) Ladung eines Kondensators iiber einen "Widerstand 
init Gleichstrom. 

Hier ist der Endzustand q^ — P^G. War der Kondensator un- 
geladen, so ist q'^~0^ daher 

qf{o) = qa,o) — qe{0)~ — -PcE, 

3 = ?r+?. = -f’.c(l-e'3i^) .... (341) 

Der Ladestrom ergibt sich wieder aus i — 

(]i % 

.(342) 

Er ist ebenso groJB wie bei der Entladmig, nur von umgekehrtem 
Vorzeichen. Daher wird auch wahrend der Ladung in dem Wider¬ 
stand dieselbe Stromwarme erzeugt wie bei der Entladimg; sie war 
|Pg"0j und da bei der Ladung eine ebenso grohe Energie dem 
Kondensator zugefiihrt wird, wird wahrend der Ladung dem Strom- 
kreis das Doppelte der Energie zugefiihrt, die nachher im Konden¬ 
sator aufgespeichert ist, ganz unabhangig davon, wie groh der 
Widerstand ist. 





1 , 
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5 Gl. 342 folgt, daB der Strom im Augenblick des Eiii- 

P 

3 ist, also sehr groB werden kann, wenn B klein ist. 

der Fall, wenn ein unbelastetes Kabel an die Spannung 
ossen wird. Der StromstoB wird, wie spater gezeigt wird. 
Lie Induktivitiit des Leiters gedampft, bei konzentrischen 
ist diese aber sehr klein, so daB fiir diesen Fall das Kabel 
induktionsfrei betrachtet werden kann. Fiir ein kurzes 
ick kann man sich in erster Anniihormig die Kapazitat in 
30 der Leitung zwischen Hin- nnd Kuckleitung konzentriert 
es ist ihm dann der halbe Widerstand der Leitung vor- 
it. 


konzentrisches Kabel von 60 qmm Querschnitt, das normal 
p. fiihrt, habe eine Kapazitat von 0,5 • 10“® F/km. Der 
md beider Letter ist fiir 1 km 0,585 Ohm. 

Kabelstiick von 2 km hat also eine Kapazitat von 1 Mikrofarad, 
ms in der Mitte, also hinter einem Widerstand von 0,585 Ohm 
dit denken. Wiirde das Kabel direkt an die Netzspannung 
Volt angeschlossen, so ware der StromstoB beim Einschalten 


ernachlassigung der Induktivitat —— — 1025 Amp., also 

al so groB wie der Betriebsstrom. Der Strom klingt nach 
chung 



t 10«i! 

= 102b e~ 


er ist auf des Anfangswertes gefalien, wenn 

t=:RG In 100 = 4,6 • 0,585 • 10“® = 2,7 • 10“® Sek. 


Ausgleichsvorgang spielt sich also in auBerordentlich knrzer 
weil die Dampfung sehr groB ist. Die Ladung ist 
q = CP^ =6-10“'^ Coulomb. 


folgt hieraus, daB es zweckmaBig ist, ein Kabel nicht direkt, 
iiber einen besonderen Vorschaltwiderstand anzuschlieBen, 
rs wenn es sich um Hochspannungskabel handelt. 


Ladung eines Kondensators iiber einen Widerstand 
mit Wechselstrom. 

:d der Stromkreis z. Z. t = 0 an eine Wechselspannung 

P~ Pm 

ossen, so ist der stationare Strom 

== sin (p), 
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=- . iind igcp — — 


ist. Die stationare Ladung des Kondensators ist 

— J* i^dt~ cp — ^ , 

worin 

i „ 

ist. Die freie Ladung und Kondensatorspaniiung sind 

_ t _ t 

Qf=Qf{0)e Pfc=-Pfc{Q)e . 

War der Kondensator migeladen, d. h. q^ — 0, so ist 

3ao) = — Qe{6) = ~ q,n sin ^) 

und wahrend des Einschaltvorganges 


5 = 3e + qf= 3 ^ sin — — g^sinl y} ^cp—-: 


Der freie Strom ist 

i 

f~ dt " 

Oder da 


(343) 


EO 


COS (ip -j- (p)e 


der gesamte Strom 

i _L 

» = + 9^)-cos (t/^-|- 9^) e (344) 


Er ist im Einschaltmoment (j,~0) 

und wird dann am groBten, wenn yj — 90^ ist, d. h. wenn in dem 
Augenblick eingeschaltet wird, in dem die Spannung ihre Ampli¬ 
tude erreicbt. Der groBte Wert des Stromes ist also-^»- = ^, 

cos 9 ? R 

Da der freie Strom in dem Beispiel S. 265 in 2,7-10“®Sek. 
auf I^Iq seines Anfangswerfces gesunken ist, also bei 50 Perioden in 
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dem l,35-10~^ten Teil einer Periode, ist der stationare Zustand 
sehr schnell hergestellt. 

Dieses Beispiel stellt einen extremen Grrenzfall dar, der iiocli 
dadurch zu bericktigen ware, daB der Widerstand bei so sclinellen 
Stromanderungen durch die Stromverdrangung (s. Kap. IX) wesent- 
lich erhoht wird, und weil ferner die auch noch so kleine Induktivitat 
dampfend wirkt. Immerhin zeigt sich, daB beim AnsclilieBen von 
Kabeln an das Netz groBe StromstoBe auftreten konnen und die 
Verwendung von Vorschaltwiderstiinden oder allmahlicbe Ladung durch 
stufenweise Erhohung der Maschinenspannung notig werden. 


86. Stromkreis mit Widerstand, Iiiduktivitiit und Kapazitat 
in Reihenschaltung. 

Piir diesen Stromkreis ist nach Kap. II Gl. 36 


p^Ri+L-^~ + 


Wahrend der Gbergangszeifc ist 


und da die Diherentialgleichung von dem static naren Strom fiir 
sich erfiillt wird, gilt fiir den freien Strom 


Durch Differentiation erhalt man hieraus 


Setzt man in .Gl. 345 v- 


: , so ergibt sich fiir die Ladung des 


Kdndensators die analoge Gleichung 

df- ^ L dt ^LC ^.^ ^ 

Der Verlauf von Strom und Ladung ist also von gleicher Art, sie 
unterscheiden sich nur durch Konstante. 

GL 345 a wird befriedigt durch den Ansatz 


Setzt man diesen Wert und seine Ableitungen in Gl. 345 a ein, so ist 

r^ + h + To = °- 
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y hat also die beiden Werte 

Es ist hier zu unterscheiden, ob 

1. Ist R'^2^^, so sind und y^ reell. Die vollstandige 
Losung des Integrals lautet 

.(348) 

und die freie Ladung ist 

+ y .(349) 

und sind die aus den Anfangsbedingungen zu ermittelnden 
Konstanten. 

und klingen nach zwei Exponentialfunktionen abj bei denen 

ein Dampfungsfaktor groBer als , der andere kleiner ist. 

2 L 

2. Ist JJ = 2y^. so ist = = 

Fiir gleiche Wurzein lautet die Losung der Different!algleichung 
(fiir qf) 

_ t 

.(350) 

und 

t 

V = 7/=[^2 —• ( 351 ) 

3. Ist jR 2 Q 5 so sind y^ und y^ imaginar. Setzt man 

ri = — ((x~jy), r2 = ~(^-h?y)^ 

worin a und /? reeU sind. Daher wird 
Da 

-Hfit 

e — cos 


1 . 
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wire! 

g^.:..= e-«<(acosy5i«-|-6sin/5<), .(353) 

worin 

a -\~ k,,, b== j {k^ ~ h^) 

rooll sind, da der Vorgang reell ist. 

Sotzt man in Gl. 353 

A Va^ , (5 == arctg — 

a 

BO wird auch 


g =e-«<^sm(/?/-|-f5).(353 a) 

Dor Strom wird 

• , .r . . , 


arc^^ . . . (354a) 


Hior vorlanfen also Strom und Ladung nach Sinusschwingungeii 

mit godiimpftor Amplitude. Der Dampfungsfaktor ist ci== die 

- 2 L 

Kroisfroqiionz ist 



Sie .hoiBt die Rigoofrequonz des Sfcromkreises. Bei sehr kleinem 
Widerstand ist sio angonahort gleich der Resonanzfrequenz fur 
don fitationaron Woohselstrom (a. S. 24). Die Konstanten A und 5 
«ind auH don Anfangsbedlngungen zu ermitteln. Da in der Gl 354 a 

).(362a) 


ist, und die Kondonaatorspannung ~ ist, sioht man, daB man die 

G 

Amplitiidon der Kondensatorspannung aus denen des Stromes erhalt 
diiroh Multiplikation mit • Diese GroBe, die die Dimension 


einos Widerstandos hat, wurde bei Leitungen mit verteilter Selbst- 
induktion und Kapazitat als Charakteristik bozoichnet. Hier kann 
sio analog als aharakteristlsoher Widerstand des Stromkreises be- 
Tioichnot werdon; ist er kleiner als der halbe Ohmsche Widerstand 
odor ihm gleich (Pall 1 und 2), so ist der Ausgloichsvorgang 
aperiodisoh, andornfalls, wio wir sehen, oszilUerond. Die Phason- 
versohiobung zwiaohen Strom- und Kondensatorspannung bei oszil- 

lierendem Vorgang ist, wie aus Gl. 353a und 354a folgb, arctg ^ 
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Beispiele. 

* a) Entladung eines Kondensators, 


Der auf die Spannung geladene Kondensator wird z. Z. i = 0 
iiber den Widerstand P und die Induktivitat L geschlossen und 
entladet sich. Wir baben also folgende Grenzbedingungen; 

qa = PcC, q^=z=0, i^ = 0, i^ — 0 

und die Anfangswerte 


— 
Vco)"" 


Pa <7 j. 

*a(0) -*6(0)-^ ) 


1. Fiir die aperiodiecbe Entladung wird nach Gl. 348, luit 355 
fur i = 0 


und nach Gl. 349 


1 " 


+ = 



Hiermit erhalt man 




(356) 


C 




P^G 


V- 


2 1/ P-^ — 4 


■C 




. (367) 


'^Sek. 
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Fig. 19!) a mid b zoigen Entladestroin und Ladling fiir 

CFd., i2=500'0hm, L = 0,05 Henry. 

Boido Hind die Differenz einor langsani (I) imd oiner schnell (II) 
abklingeuden .Kunktion, bciiu Strom liaben sie den gleichen Anfangs- 
wort, daher Htoigt or von Null an, um wieder zu fallen; bei der 
Ladling Hind die Aufangsworte ungloioli, ihre DiHerenz isb die An- 
fangHladung, hIo niinnit erst laiigtain, dann schnell ab. 

Dor groBto Strom, der bei Entladimg iiber oinen roineii Wider- 

Htand (s, S. 254) ist und soforb nach dem SchlieBen auftritt, wird 

liior duroh die Induktivitat vorkleinert und verzogort. Es wird 

d i 

(It 


und in Ul. 35(5 oingeaetzt 


In dem Beiapiol S. 265 wird 


wahrond ohne Induk- 


tivit&t 1,32 mal so groB, war. 


2. Im (irenzfaO E ergibt C 

fur t ^ 0, ^ 


Gl. 355 mit 360 und 351 




. . (358) 


(359) 
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3. Bei oszillierender Entladung endlich, i? <C 2 
man in Gl 353 a nnd 354a fiir t — 0 

sin (5 = g^(o) — 

— a ABVcid-]- ^ A cos <5 = 

Aus der zweiten Gleichung folgt: 


erhalt 


= 0 . 




(5 = arctg —, sin (5 == —===== = ^VLC 


nnd 




sin d /5 

Hiermit werden Gl. 353a nnd 354a 






i = i == e“sin ^ t'. 

‘ P 1j 


(360) 

(361) 


d (e~^* Bin B i) 

Der groBte Strom ergibt sich hier, wenn —- - — 0 ist, 


also wenn tg yS i == — oder t 

a ^ 

worin T die Periodendauer ist. Es wird 


arctg — = ~ arctg — ist, 
^ a 27 c ^ cc 


nnd 


sin d = sin ( arctg —) = - — — — —^ = ^VLC 

i =P . 

''max ^ K D .... 


(362) 


Fiir einen widerstandsfreien Stromkreis ware die Stromamplitude 
nnd ebenso die Ladnngs- (bzw. Spanmmgs-) Amplitude ungedampft 

—^ , sie tritt, da fiir j!? = 0, arctg —=— ist, zuerst 
max <>yL ’ ’ ^ CC 2 ’ 

Periode nach. dem Beginn der Entladung auf. Die urspriinglich 
im Kondensator vorhandene Energle | PJ^ G entladet sich. dann voll- 
standig in das Feld der Induktivitat und erscheint dort nach 
Periode als magnetische Energie ^imaxL- Jetzt kann der Strom 
nicht mehr steigen, und da die Kondensatorspannung Null geworden 
ist, entladet sich die Induktivitat in den Kondensator usf. 

Ist Widerstand vorhanden, so wird bei jeder Ladung ein Teil 
der Energie in Warme umgesetzt, daher sind die Amplituden ge- 
dampft, der Vorgang klingt ab, und die wahrend des ganzen Vor- 
gangs erzeugte Stromwarme ist gleich der urspriinglich im Konden¬ 
sator aufgespeicherten Energie. 
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Fig. 200 zeigt den Stromverlanf fiir 

0==10“‘*F., Ir = 0,5 Henry, iS — 100 Ohm. 

Die Periodenzahl ist 


= 224 


und der Strom hat die Gleichung 


700 


e-ioot sin 1400 



b) Ladung mit konstanter Spanming. 

Bei der Ladung mit konstanter Spannung sind die Grenz- 
bedingungen, wenn der Kondensator ungeladen war, 


= PC, 
= 0 , 


^fiO) 

V(0) = 




= 0 , 


9' = 7e + ?/- ^ = V- 

Diese Bedingungen unterscheiden sich von denen bei der Ent- 
ladung nur dadurch, daB die freie Ladung zur Zeit / == 0 das ent- 
gegengesetzte Vorzeichen hat. wie dort, und daraus ergibt sich als 
gesamte Ladung nun die DifEerenz aus der Ladung des Endzustandes 
und der freien Ladung, die genau denselben Verlauf hat wie bei 
der Entladung, wahrend der Ladestrom ebenfalls den gleichen Ver- 
lauf hat wie zuvor, jedoch das entgegengesetzte Vorzeichen. Bei 
oszillierender Ladung haben die freie Ladung und die Kondensator- 
spannung nach Periode ihre groBte Amplitude in entgegen- 
gesetztem Sinne wie zu Anfang und addieren sich zum stationaren 
T n 

Wert. Da wird die maximale Kondensatorspannung 


d. h. bei kleinem Widerstand, , doppelt so groB wie die stationare 
Spannung. 

Traenckol, WechselstrBme. 2. Aufl. 


18 
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Aus dem gleichen Verlauf des Ladestromes und des Entlade- 
stromes folgt wieder wie fiir den Stromkreis mit R und C, daB die 
gesamte Stromwarme wahrend der Ladung ebenso groB ist wie bei 
der Entladung, namlich .gleicb der im Endzustand im Kondensator 
aufgespeicherten Energie \P'^G. 

Dies gilt also auch bei Anwesenheit einer Induktivitat und 
unabbangig davon, ob der Ladevorgang aperiodisch oder oszil- 
lierend ist. 

c) Ausgleiclivorgange bei sinusfdrmiger Spannung. 

Wirkt auf den Stromkreis eine Wechseispannung 
p = sin [co t -[- y-’), 

so ist der stationare Strom nach Kap. 11 S. 2 2 

\ ~ cp), 


und q? = arctg 


~ —coL 
coO 


(p ist ein Voreilungs- oder ein Verzogerungswinkel, je nachdem 
oPLO kleiner oder groBer als 1 ist. , 

Die Ladung des Kondensators ist 

q^— — cos {cot--{-yj -j- cp). 

Wird der Stromkreis zur Zeit t — 0 eingeschaltet, so ist 
i^==0, ^a — ^' 

Fiir den Fall des oszillatorischen Einschaltvorgangs war nach S. 269 

.(353a) 

e” [— a A sin (yS t -|- (5) -j- yS A cos (yS t -|- (5)]. (354 a) 

9fi0)== — ^ei0)^ ^C08(v; + (p)== ^sind 

(v“h9^) =*= — sin(5~{-/5Alco8(5. 

Somit wird 

A cos d~ — sin (yj -j- 92 ) -j- cos {yj -j- <p ). 

Die Gl. 354a fur den freien Strom lautet biermit 
V ~ V ^ ^ 


- ~ sin {yj -f- (p) (asin^t — /? cos / 
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und da 

if = e- cos {xp^cp)s,iapt 


Analog wird fiir die freie Ladung 

e" ^ sin (v^ 4 -<p) sin« 

■worin q^ = '‘^ == die stationare Amplitude der Ladung ist. 

Hiernach erscheinen die gedampften Schwingungen des freien 
Stromes und der Ladung aus je zwei Teilschwingungen zusammen- 
gesetzt, die gegeneinander um n — artg ^ja phasenverschoben sind. 


Da 


£ 

a 


-V 




1 


bei schwach gedampften Stromkreisen eine grofie Zabl ist, betragt 
der Winkel fast 90*^. 

Die Amplituden hangen toils von [^} + 95 ), d. h. von dem Augent 
blick des Einschaltens ab und toils von dem Verhaltnis der Eigen- 
frequenz ^ zur Netzfrequenz m. Ist der Stromkreis schwach ge- 
dampft, so ist in den zweiten Gliedern in Gl. 363 und 364 im Nenner 
/5ViyG2::^l. Diese Glieder konnen nicht groBer werden als die 
stationaren Amplituden i^^ und q^. Die erste Amplitude in der 


Gl. 363 ist fiir gos (^p(p) = 1 angenahert gleich — * Sie wird, 

wenn co ist, um so viel groBer als die stationare Stromamplitude, 
wie die Eigenfrequenz groBer ist als die Netzfrequenz. Fiir 
cos ( 1 /;-|- 95 ) — 1 wird die erste Amplitude in der Gl. 364 fiir die 
Ladung Null; sie wird am groBten, wenn sin. (^pcp) — 1 ist, und 

zwar ist sie dann 1st so wird sie um so viel groBer 


als die stationare Amplitude der Ladung, wie die Netzfrequenz 
groBer als die Eigenfrequenz ist. Je nachdem also die Eigenfrequenz 
groBer oder kleiner als die Netzfrequenz ist, treten die groBeren 
freien Schwingungen im Strom und in der Drosselspulenspannung, 
Oder in der Ladung und der Kondensatorspannung auf. 


18* 
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Durch Zusammensetzung der beiden Teilschwingungen in Gl. 363 

nach der Regel ___ 

i ==y^J'2 -|» i” cos [qf — cp”) 

wird 

'' ~ 'tS - ‘) + ® 

und analog fiir Differentiiert man nach so erhalt man als 
Bedingung fiir das Maximum der Amplitude 

— sin 2 (i/> + 95 ) — lj-j-^cos 2 (v + 95 ) = 0 

tg2(v + 95) = -^—^-= cotg95=tg (y— 95 ) 

-— — (oL 
(oO 

I ^ (P 


yj 


71 3 99 

T 2”‘ 


1. 1st die Eigenfrequenz /? wesentlich groBer als die Netz- 

frequenz co und R klein, so ist V^-f- 95 ^ 0 , d. h. der 

Zeitpunkt fiir den Nulldurchgang des Stromes und der maximalen 
Spannung gibt die groBten Amplituden des freien Stromes. Sie wird, 
abgesehen von der Dampfung und mit der Annaherung 

^VLC^I ^-i^. 

a) ^ 

Die gr5Bte Amplitude der freien Ladung (und der Kondensator- 
spannung) wird nur ebenso groB wie die stationare Amplitude, bei 
der Dbereinanderlagerung ergibt sich nicht ganz die doppelte Span- 
nung am Kondensator. 

2. Ist die Eigenfrequenz ^ wesentlich kleiner als die Netz- 
frequenz m und R klein, so ist 95 ^ — 90®, die groBte Amplitude 
der freien Schwingung ergibt sich beim Einschalten bei ?/;-)- (jp 90^, 
d. h. beim Maximum des Stromes oder beim Nulldurchgang der 
Sparmung, die groBte Amplitude tritt hier bei der Ladung auf und 

0 ) 

3. Wird endlich mit der Resonanzfrequenz eingeschaltet, so ist 
w^LC—1 und 99 — 0 . In Gl, 365 fallt das zweifce Glied unter der 

T> 

Wurzelfort, das dritte kann sich nur in den Grenzen +- andern 

2coL 

und ist gegen 1 meist zu vernachlassigen. Die freie Schwingung 
ist dann fast unabhangig von dem Einschaltmoment und der sta- 
tionaren stets entgegengesetzt, so daB ein allmahliches Einschwingen 
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des Stromes und der Ladung ohne Uberstrome und tTberspannungen 
erfolgt. 

Der wichtigste Fall ist der, daB die Eigenfrequenz hoher als 
die Netzfrequenz ist. Ein Beispiel aus der Starkstromtechnik ist 
das Einschalten eines Transformators an die Unterspannung, an 
dessen Oberspannungsseite ein unbelastetes Kabel angeschlossen ist. 
Das Kabel bildet mit den Streuinduktivitaten des Transformators 
und des Generators einen Schwingungskreis. Es sei 

G = 10~®F, j& = 0,5 Henry, i? = 30Ohm. 


Die Eigenfrequenz ist 




: 225, sie ist 


2jz\/LC' 

groB wie die Netzfrequenz (50 Per./sek.) und die groBte 


4,5 mal so 
Amplitude 




der freien Schwingung ist hiermit bestimmt. Fig. 201 zeigt das 
Einschwingen des Stromes, wenn beim Nulldurchgang des stationaren 
Stromes, und Fig. 202 wenn beim Nulldurchgang der Spannung ein- 
geschaltet wird. In anderem MaBstab zeigt die zweite Figur auch 
das Einschwingen der Ladung fiir *den Einschaltmoment der ersten 
Fig., nur hat die stationare Ladung ihr negatives Maximum, wenn der 
stationare Strom seine positive Halbwelle beginnt. Die Ladung und 
Kondensatorspannung steigen etwa auf die doppelte Amplitude. 

87. Symbolische Darstellung von Ausgleichstromen. 

Bei konstanten Werten R, L, C fiihrt die Beziehung zwischen 
Strom und Spannung zu einer linearen Differentialgleichung mit 
konstanten Koeffizienten. Der Ausgleichstrom erscheint als das 
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partikulare Integral der homogenen Differ©atialgleichung (j) — 0) 
in der Form 


worin y ©ine reell© oder komplexe Zahl ist und im ersten Fall einon 
aperiodischen, im zweiten einen nach einer gedampften Schwingung 
verlaufenden Ausgleichsvorgang kennzeichnet. Als Sonderfalle er- 
scheinen hier die stationaren Strome, fxir ^ = 0 der Gleichstrom, 
fiir y rein imaginar (+y^) Wechselstrom. 

Um die Exponenten y des freien Stromes zu bestimmen, kann 
man nun abgekiirzt symbolisch verfahren ^). Man ersetzt analog 
wie bei der symbolischen Darstellung stationarer Wechselstrome die 


Operation — durch die Multiplikation mit 7 , die Operation 

d t 


durch die Division mit y und ©rhalt an Stelle der linoaren Diffe- 
rentialgleichung ©in© linear© algebraische Gleichung. Bei dom sta¬ 
tionaren Wechselstrom ©rgab sich die Beziehung zwischen Strom und 
Spannung in der Form 


iz — p, 


worin der „ Schein wider stand “ z ein© Funktion von j a) ist. 

Ersetzt mano) durch y, so erhalt man den „ Operator“ fiir den 
freien Strom, der niit Z^y) bezeichnet werde. Da nun fiir don froion 
Strom die Spannung Null ist, muB auch das Produkt Z^y) — 0 sein, 
unabhangig davon wi© groB ist. 

Z’(y) = 0.(366) 

ist die Bestimmungsgleichung fiir 7 . Die Vereinfachung liogt hier 
darin, daB man zur Ermittlung von 7 die Differentialgloichung nioht 
aufzustellen braucht. 

Beispiel. Fiir den Stromkreis mit R, L, 0 in Roihe ist 


Z^y) - R J^yL = 


-0, 


wie friiher S. 268 fur gefunden. 


: — a 4“ 7 


Die Zahl (^) der Glieder des freien Stromes und die Zahl der 
Konstanten Ic ist bestimmt durch die Ordnung dor homogenon 
linearen Differentialgloichung, bzw. hier durch die Ordnung der 
linoaren algebraischen Gleichung Zi^y) — Q, 


1) s. Heaviside, Electromagnetic Theory, Bd. 2. — Kennelly, Proc. 
Inst. Rad. Engineers 1915. 
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r = n 

.(367) 

V =: 1 


Die Koeffizienten k konnen wie in den behandelten Beispielen aus 
den Anfangsbedingungen des Problems berechnet werden. 

Nach einem Satz von Heaviside^) kann die Summe der er- 
zwungenen und freien Glieder des Vorgangs direkt ermittelt werden. 
Er gilt nicht nur fiir elektromagnetische Zustandsanderungen, sondern 
allgemein fiir solche (z. B. auch mecbanische), die auf lineare Differential- 
gleichungen mit konstanten Koeffizienten fiihren. Ein Beweis dieses 
Satzes (der von Heaviside nicht gefiihrt warde) ist von K. W. Wag¬ 
ner^) und W. Dentsch^) gegeben, wir beschranken uns auf die An- 
gabe der Ergebnisse und verweisen wegen des Beweises auf die Original- 
arbeiten. 

Danach berechnet sich fiir ein System, in dem von der Zeit 
^ = 0 an eine in der Folgezeit konstante Kraft P wirkt, der zeitliche 
Verlauf jeder Systemgrofie S durch die Gleichung 






(0) 


Pi;- 




7v 


dZ, 


(y) 


. . (368) 


dy /(y — Yr) 


Z(y) ist der Operator fiir die gesuchte GroBe, den man dadurch er- 
halt, daB man in die Systemgleichungen fiir die veranderlichen 
GroBen Ausdriicke der Form Jce^^ einfiihrt und alle bis auf die ge¬ 
suchte eliminiert. Die y^ sind die n Wurzeln der Gleichung Z(y) — 0. 
Z^Q erhalt man durch Einsetzen von 7 = 0 . 

Eine konstante eingepragte Kraft ergibt sich in unserem Falle 
bei Einschaltvorgtogen mit Gleichstrom. 

Ist P eine Funktion der Zeit, wie z. B. bei Einschaltvorgangen 
mit Wechselstrom, sin (a> t-j- 1 /;), die als imaginarer Teil des 
Ausdrucks eingefiihrt wird, so erhalt man die System- 

groBe als imaginaren Teil des Ausdrucks 


S-- 






Z(jco) 


■ 2 - 






{yy 




(368a) 


7r) 


Beispiele. Fiir den Schwingungskreis hatten wir oben den 
Operator Z fur den Strom angegeben. Beim Eimschalten einer 


Electromagnetic Theory, Bd. 2, London 1899. 

2) Arch. f. EL, Bd. 4, S. 159. 

3) Ebenda, Bd. 6, S. 225. 
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Gleichspannung P wird das erste Glied in Gl. 368, da — oo ist, 
Null. Ferner wird fiir die beiden Wurzeln y^ 

y^ — yL -^=±2;/SZl 

' dy yC 

j = (eifit _ ^ Bt (s, G1.361). 

Ist nicht der Strom, sondern etwa die Kondensatorspaimung 
die gesuchte SystemgroBe, so eliminiert man aUe anderen GroBeii 
und erhalt den Operator in bezug auf 

Z^^^^l-j-yliG^y^LG. 

Es ergeben sich wieder die gleichen Wurzeln y^.^, hingegen ist 
bier Z(q, = 1 . In analoger Ableitung wird dann 


Pe-“‘ f 8\ 

p =p- =r-:sin /Si+arctg-^ . 

PVLG V «/ 


Fiir das Einschalten einer Spule mit Wechselstrom setzen wir 

B 

Ziy)—B-\-yL. Z(y) — 0 ergibt nur einen Wert yj = — Daher ist 
[dZ-] [B - 


(ri — ? <») 


Ayj 


L^ — 


L 

R-\~j CD L 


Damit wird in Gl. 368a 

I'm 


S- 


p e 

rm 


t-\~j y> 


E~\-j(oL R j (D L 


Der imaginare Teil dieses Ausdruckes wird mit 


CD L 


= tg99 




sin (cot-\~ yj — 99 ) ■ 


R , 


^ sin (ip — (p) 


88. Zusammengesetzte Stromkreise. 

Sind zwei Stromkreise parallel an eine Stromquelle geschaltet, 
deren Spannung unabhangig von dem entnommenen Strom ist, so 
wird jeder Ausgl^ichsvorgang in einem Stromkreis sich so abspielen, 
als ob der andere nicht vorhanden ware, und dieser wird von don 
Vorgangen in jenem unbeeinfluBt bleiben. Ist die Spannung des 
einen Stromkreises dagegen abhtogig von den Vorgangen im anderen, 
wie es bei Zweigen zusammengesetzter Stromkreise der Fall ist, so 
wird ein Ausgleichsvorgang in einem Zweige auch einen solchen in 
dem anderen bedingen. 

Als Beispiel betrachten \\ir die Schaltung Fig. 203, bei der 
zwei induktive Zweige mit einem dritten in Keihe geschaltet sind^). 


B. Kuhlmann, Arch. f. Elektrotechnik Bd. I, S. 725. 
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Um die Koeffizienten y der freien Schwingungen zu ermitteln, 
schreiben wir den Operator Z(y) in der dem Scheinwiderstand des 
stationaren Stromes entsprechenden Form 


^(y) = jR “j- yL 


{R,-\-yL,){R, + rL,) 


Er wird mit den Abkiirzungen 

R R^ —j— R “j"* *^1 Q 'j 

LL^-^ + = ^ \ 

R (Lj -j- i.,) -|- Rj^ (Lj -j-If) -|- i?2 (I<i -\~L) = v j 

7 + + g _ 

(-^I + -^a) + 7 + -^a) 


(369) 


Dieser Ausdruck wird Null, wenn der Zahler Null ist. Da 
4: q1 ist, werden beide Wurzeln von / reell, es sind Dampfungs- 
faktoren, die wir mit und bezeichnen. 




^1,2 


V qp Vv^ — 4:q1 

2 l 


. . (370) 


Die freien Strome verlaufen aperiodisch, 
schwach gedampft, da fiir den Exponenten 
im Zahler eine Differenz steht. 

Da hier die Anfangsbedingungen leicht zu 
ermitteln sind, soli nur untersucht werden, 
welche Bedeutung den schwach und den stark 
gedampften Teilen der Ausgleichstrome zu- 
kommt. 

Die freien Strome der beiden parallelen 
Zweige sind 

^2^= -f-J 


der eine Teil ist 


ffL • 


r^^nnnn 


/?f L-] 

p/TT^nnr'. 

--/z5Tn5Tnr 

f^z 


Fig. 203. 


(371) 


Die Beziehung zwischen den Koeffizienten und ^.3 erhalt 
man, indem man einen Strom durch den anderen ausdriickt. Setzt 
man z. B. einerseits die Spannung fiber RLRJj^ ffir den freien 
Strom gleich Null, andererseits fiber RL R^ L^^, wobei der unverzweigte 
Strom die Summe ist, so erhalt man symbolisch 


^ — [(-^ + i?i) + (i -j- -^1)] "f" S 

0 = ^^. 2 ) -f- -4r\f[R-\-ocL). 

Hieraus eliminiert man die Glieder mit indem man die 

erste Gleichung mit L, die zweite mit multipiiziert und 

subtrahiert, es wird 


. __ . RL,-\-R,{L~\-L,)-^a{L,L.,+LL,^-LL.:) 

{RL, - R,L) 
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Durch Einsetzen des Wertes von aus Gl. 371 ist 


hf — 
daher 


k/ ^ [ RLy^ “4“ {L ~\~R\ ) ^ ~t~ ^ 2 ^] 


K- 


k^' = — k^^ 


, RL^ -j~ R^ (L “I” -[- 1 

RJj^ -|- R.^ {^L -|~“ -\- CC.2 ^ 


RL, 


R^L 


-k' A, 


^ (372) 


worin durch Einsetzen von und cc^ aus Gl. 370 und 1 aus Gl. 369 

A, 


E (4 —i,) + i ?2 (L + L^) — R, {L +ij ±Vv^ — 4: qX 
” 2{RL^—B^L) 

Fiir gleiche parallele Zweige ist R^ — R^, —L-i und 


•V /,,2 _ 4 


1 , 


~ 2[RL^ — R^L) 

/fc/ = —V und k;' = -\-K" . . . (372a) 

Der unverzweigte Strom ist allgemein 

V== 4/-+4 r= (*/ + + (V' + K) 

und fur gleiche Zweige 

i — ^ k . 
f ^ 

Der schwach gedampfte Ausgleichstrom tritt hierbei in dem 
vergeschalteten Zweig gar nicht auf, sondern er verlauft lediglich 
als ein Kreisstrom in den beiden parallelgeschalteten Zweigen. In 
dem unverzweigten Stromkreis tritt nur die Summe der beiden 
schnell abklingenden freien Strome auf; hier kann also der Aus- 
gleichsvorgang schon langst abgelaufen sein, wahrend or in den 
parallelen Zweigen fortbesteht. 

Aus den Anfangswerten der freien Strome 

^V+V' =—A V—*4-2 V' 


‘'i /(o) ■ 


erhalt man 






k ' 


K" -- 


V + V' 

'’'1 


A, —A, 


^ 1 /( 0 ) 


-jrAik 


r(o) 


Aj^ — A^ 

und fiir gleiche Stromzweige nach Gl. 372a 


(373) 




"sreo) 




" 1 /( 0 ) 


+ h 


/(O) 


(373 a) 
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Wird z. B. der ganze Stromkreis eingeschaltet, so ist fiir gleiche 
Stromzweige 

*1A0)~*2A0) 

und daiiBr /_ q 

Der langsam ausklingende Teil des freien Stromes, der nur in 
den parallelgeschalteten Zweigen auftritt, fallt hier fort, und es 
bleibt nur der schnell abklingende Teil. 

War dagegen der eine Stromzweig (l) eingeschaltet und wird 
der zweite dazugeschaltet, so ist fxir diesen 

^*2 a (0) ~ ^ ’ h fiO) ~ '^*2 6 (0) ‘ 

Dann ist fiir gleiche Zweige 

h ' — _ a(03 ^‘le(0 ) H" h e (0) __ h a(0) 

^ 2 ~ 2 


h'ff _^aCO) he(0) ^2e(0)_a(0) 

"^2 2"“ ^leCO)- 


Die Strdme wahrend der Ubergangszeit sind fiir diesen Fall 

ikoio). 


=he+ hf = *1 e + —g— -f 


"If- 


S e + 4 / = h e — ‘ + 




^lefO) 


^le(O) 




Das schwach gedampfte Glied des freien Stromes, das in beiden 
Zweigen entgegeugesetztes Vorzeichen hat und in dem vorgeschalteten 
Zweig nicht auftritt, ist hier gleich dem halben Anfangswert des 
Stromes, in dem nicht geschaltet wurde. Dieser Kreisstrom ent- 
spricht einer Ladung des Feldes des zugeschalteten Stromkreises 
durch den schon eingeschalteten; er fallt fort, w’^enn die vorgeschaltete 
Impedanz (J?, L) gleich Null ist. 

Enthalten die Stromkreise Eisen, wie z. B. wenn 1 und 2 zwei 
Transformatoren bezeichnen, die iiber eine lange Leitung mit groBem 
Spannungsabfall gespeist werden, so konnen, wie auf S. 262 gezeigt 
wurde, durch Satbigung und Bemanenz die StromstoBe beim Schalten 
sehr groB werden. 

Kuhlmann^) beobachtete beim Einschalten eines Transforma- 
tors, daB infolge des StromstoBes nicht nur bei diesem, sendern 
auch bei einem benachbarten Transformator, der iiber die gleiche 
Fernleitung gespeist wurde, der selbsttatige Uberstromschalter aus- 
loste. Wie aus der Berechnung her\rorgeht, ist dies dem groBen 
Spannungsabfall in der Leitung und der dadurch hervorgerufenen 
gegenseitigen Beeinflussung der Stromkreise zuzuschreiben. Durch 
Verwendung eines Schalters mit Widerstands\rorstufe laBt sich auch 
hier der StromstoB in zulassigen Grenzen halten. 


h 1. c. 
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89. Stromkreise mit gegenseitiger Induktion. 

Ein Transformator. Die Transformatorgleichungen lauten sym- 
bolisch: 

• / -n ] r- \ \ 1 \/r 'i 

. . . (374) 


Pi= h {^1 + y ^ i ) + 47 -^ \ 

0 == *2 (i^a 4" yL.^) -j- 4 y-^ j 


woraus 


(375) 


ij^yM 

...... 

in die erste Gleichung eingesetzt, den Operator ergibt 

7 _ (A ~i~ y^i) -f~ 7^^) y^^" 

B., + yL., 

Fiir endliche Werte des Nenners wird der Ausdruck Null, wenn 
r {L,L, - .¥^) + y{R,L, + R,L,) + R,R, = 0. 

Die beiden Wurzeln von y sind wieder reell, d. h. Dampfungs- 
faktoren, 


R^L.^ + +y(Jg,il.3 — R„L,f^lR,R^M-^ 


(376) 


ri,2 —«1,2— 2{L^L.^ — M-^) 

Die freien Strome sind aperiodisch, ein Teil ist schwach ge- 
dampft, entsprechend der Differenz im Zahler von 


Fiir 






3/*- 


-f- 


wird durch Einsetzen in GL 375 


kj-- 


. Jr '_ 


aiM 


'2 I ^1^‘i 

M 


k —- k " 

R,J^a.,L., 


(377) 


Als Beispiel werde das Einschalten des kurzgeschlossenen 
Transformators betrachtet. Hierfiir kann man setzen 


R^ — R^- 


R. 


■^1 -^‘3 "" 

und die Dampfungsfaktoren in GL 376 werden 

_ R[L~~-M)_ R 


a,. = 


r- — if 
R{L-^M) 


L-{-M 

R 




R 

S 


(376a) 


—if‘2 L — M 
worin S = (L — M) die Streuinduktivitat ist. 

Der zweite Dampfungsfaktor ist gro6, weil S klein ist, der erste 
ist sebr klein. M ist nicht viel kleiner als L, daber etwa halb 
so groB wie der Dampfungsfaktor beim leerlaufenden Transformator. 

In GL 377 wird hier 


kJ: 






■V- 
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Die stationaren KurzschluBstrome sind und und 

h /■(O) = h fc(0) = V 
4 f(o) — hk(Q) — K' ~f" — K' — K"’ 


Daher 


Jq ' ~ _ 4 fc(0) ~j~ 4 7c CO) 


^ __^ifc(o ) hkCo) 

^ 2 


(378) 


und die Ausgleichsstrome 


^ 1 /" 


1 • _ ^ t 

. . _ ^ ^ 

^lfc(O) hk(0) ^ ^ 

2 

0 

(M 

1 

1 • j, 

1 ^2fc(0) . L-\-M 

e 

1 ^i)c(o) *afe(o) ^ s 


(379) 


Die Glieder haben folgende Bedeutung: die ersten schwach 
gedampften Teile sind primar und sekundar gleichgerichtet, ihr 
Anfangswert ist gleich der halben Summe der stationaren Strome, 
d. h. des stationaren Magnetisierungsstromes. Sie stellen die Teile 
der freien Strome dar, die den HauptfluB erzeugen; jede Wicklung 
triigt die Halfte dazu bei. 

Dieser Teil kann durcK Remanenz und Sattigung bohe Werte 
annehmen, jedoch nicht so hohe wie bei Leerlauf, erstens weil der 
FluB bei KurzschluB kleiner ist als bei Leerlauf, und zweitens, weil 
die Wicklungen sich unterstiitzen. 

Der zweite Teil des freien Stromes, der in beiden Wicklungen 
e>ntgegenge8etzt gerichtet ist, hangt von der Differenz der beiden 
KurzsohluBstrome ab, und da diese um fast 180® gegeneinander 
phasenverschoben sind, ist sein Anfangswert fast ebenso groB wie 
der KurzschluBstrom jeder Wicklung fiir ^ = 0. Dieser Teil klingt 

.schnell ab. Nimmt man an, daB also — = ^- ist, so ist 

coo o o 6 

nach 4*3 Periode e ^ ^=e ® =0,35, dieser Teil kann nach Um- 

kehr der Richtung des stationaren KurzschluBstromes diesen nicht 
wesentlich verstarken. Der erste Teil hingegen, der langer andauert, 
kann durch Uberlagerung iiber die stationaren KurzschluBstrome 
sehr hohe StromstoBe und groBe mechanische Krafte zwischen den 
Wicklungen hervorrufen. 

Analog stellt sich die Berechnung fur einen KurzschluB des 
belasteten Transformators. Hier sind die Anfangsstrome und 

4 a(0) durch die Belastung gegeben, man erhalt 
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^*1 f (0) — “i~ = ^*1 a (0) h k (0) 

h fiO) — ^1 ~ h a (0) S k (0) ' 

7 - / [^*1 a (0) "i~ S a (0)] k (0) + S k (0>] 

7. n [ha (0) h a (0) I [^*1 k (0) ^*2 fe (ol] 

^ 

Der €rste Faktor enthalt hier die Differenz des Magnetisierungs- 
stromes bei Belastung und jenes bei KurzschluB. Da der FluB bei 
Belastung fast ebenso groB ist wie bei Leerlauf und der bei Kurz¬ 
schluB klein ist, nahern sich hier die Verhaltnisse mehr denen beim 
Einschalten des unbelasteten Transformators, so daB die Stromst5Be 
bei KurzschluB des belasteten oder leerlaufer»den Transformators 
noch groBer werden konnen als beim Einschalten des sekundar 
kurzgeschlossenen Transformators. 


90. Ausschaltvorgange. 

Wir betrachten das Ausschalten des induktiven Strom- 
kreises als Beispiel eines Ausgleichsvorganges mit veranderJichem 
Widerstand. 

Beim Ausschalten eines Stromkreises muB die in ihm auf- 
gespeicherte magnetische und elektrische Energie in eine andere 
Energieform, z. B. in Warme, umgewandelt werden. Hierzu ist eine 
gewisse Zeit erforderlich. Der Strom verschwindet nicht augen- 
blicklich, sondern er bleibt zunachst iiber einen Lichtbogen be- 
stehen, der sich zwischen den Schalterkontakten bildet. Je mehr 
die Kontakte sich voneinander entfernen, um so groBer wird der 
Widerstand des Lichtbogens, um so mehr wird der Strom geschwacht. 

Eine exakte Beschreibung des Vorgangs miiBte also von den 
Erscheinungen im Lichtbogen selbst ausgehen, die sich aber nichb 
analytisch ausdriicken lassen^). Begniigt man sich, die Rixck- 
wirkung des Vorgangs auf den Stromkreis zu untersuchen, so kann 
man eine bestimmte Annahme fiber den Widerstand des Lichtbogens. 
machen. Zu Beginn des Vorgangs ist der Widerstand des Strom¬ 
kreises R, nach einer gewissen Zeit t, der Ausschaltezeit, ist er un- 
endlich groB. Macht man nun fiir den Widerstand in der Zwischen- 
zeit nach Arons^) den Ansatz 

- 1 .(380) 

1_1 

_ r 

Untersuchungen fiber Ausschaltvorgange s. Philippi, Diss., Danzig.. 
Marguerre, ETZ 1912. Hopp, ETZ 1913, S. 33, 1920, S. 748. Bauer, Bulk 
des Schweiz. El. Vereins 1915. Biermanns u. Stern, ETZ 1916. 

h Wiedem. Annalen 1897, Bd. 63, S. 177; ETZ 1899, S. 601. 
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so ist fiir einen induktiven Stromkreis 

T di . R 

L~A -^ : 

dt t 


Setzt man 

t = xx, dt — xdxy 

so wird 

di . Rxi px ^ N 

— . 

Die Losung dieser linearen Differentialgleichung 1. Ordnung ist 

o. = P JL1 ~x Xt^-^c^LX—x /Q«0\ 


dx-^G\ . (^382) 


Es ist 


Ll — i 


-rln(l — x)y 


daher 


^ = (1 — x) 


Rz r r* __R 

(l—x) ^"dx-\-C . . (383) 

Ju 


Es ist nun zu untersctieiden, ob die Ausschaltezeit x verschieden 

von der Zeitkonstanten ^ des Stromkreises oder ihr gleich ist. 

R 

L 

Ist zunaehst--^T, so wird 
R 

_^R _R 

J(l—x) ^"dx = — J{l — x) ^"d{l—x) 


Rr — L 


(i- —) 
(1 —x)V I'l. 


und mit diesem Wert wird Gl. 383 


Rx —L 


{i—x)~\-o{i — xy 


Fiir a; = 0 ist ^ = ^ ==—- 

Rx — L 


daher 


Rx — L 


( 1 —^)+ [\-~ 


Rx — L. 


(1 — x)^~ . (384) 


Ist zweitens 


so wird Gl. 383 


• “ fr • 

Bestimmt man die Integrationskonstante wieder aus 
a; = 0 , ^ = G, 
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Fiir den Verlauf des Stromes ist das Verhaltnis der Ausschalte- 

2 eit T zur Zeitkonstante ^ mafigebend. Fiir einen induktionsfreien 

Jti 

Rr 

Stromkreis ist jL = 0 und daher — = oc- Fiir diesen Grenzfall 

Jb 

't) 

fiir den i ist, erhalt das zweite Glied in GL 384 die un- 

kestimmte Form O-oo, ihr Wert ist Null. Es bleibt das erste Glied 
und der Strom nimmt linear nach der Gleichung 


ab. Je groBer die Selbstinduktion ist, um so langsamer verschwindet 

- der Strom anfanglich, um so schneller 

muB er gegen End© der Ausschaltezeit 
\ verschwinden. Fig. 204 zeigt den Ver- 

\ \ lauf des Stromes nach GL 304 fiir das 

; \ \ Abschalten eines Gleichstromes, fiir ver- 

; \ A _ R, 


schiedene Werte von 


\ \ Das schnelle Verschwinden des Stro- 

\\ 1 mes gegen Ende der Ausschaltezeit be- 

^ dingt sohr hohe Solbstinduktionsspan- 

0 /* 0.6 r nungen und dadurch hohe Spannungen 

Fig. 204. ^1 ^ ® 

® am Lichtbogen. 

Fiir einen Gleichstromkreis ist p = {^R^ und die Widerstands- 

, .. 


spannung ist nach GL 384 und 380 fiir 


iR = p- 




und fiir 


-t nach GL 385 


iR==p(l — x) 14 “ - _ In 


Der Widerstand- des Lichtbogens ist 
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(386) 


ist auf3er fiir L — 0 am Ende der Schaltzeit groBer als die Netz- 
spannung, um so mehr, je groBer die Zeitkonstante ist. Ist diese 
gleich Oder groBer als die Ausschaltzeit, so ergibt die Rechnung 
^^ = oo, was dahin zu deuten ist, daB der Lichtbogen stehen bleibt 
und die Ausschaltzeit verlangert. Sie ist daher keine Konstante 
eines Schalters, sondern von den GroBen des Stromkreises abhangig. 

Die hoben Selbstinduktionsspannungen beim schnellen Aus- 
schalten gefahrden die Isolation der Leitungen. Magnetwicklungen 
werden oft nicht direkt ausgeschaltet, sondern erst iiber einen Wider- 
stand geschlossen. 

Nun hat jeder Lichtbogen in gewissen Grenzen eine labile Charak- 
teristik, seine Spannung wird mit abnehmendem Strom groBer. Der 
Abschaltvorgang bei Gleichstrom spielt sich daher so ab, daB beim 
Entfernen der Kontakte die Lange des Lichtbogens und seine 
Spannung soweit vergroBert werden, bis infolge des sinkenden Stromes 
die Spannung zur Aufrechterhaltung des Lichtbogens nicht mehr 
ausreicht. Durch geeignete Formgebung des Schalters (z. B. als 
Hornerschalter) wird erreicht, daB der Lichtbogen durch Warme- 
auftrieb und dynamische Wirkung sich selbst verlangert. Haufig 
wird der Ausschaltvorgang durch Blasmagneten beschleunigt, um 
den Abbrand der Kontakte zu verringern und allzu lange Licht¬ 
bogen zu vermeiden. 

Grundsatzlich verschieden ist der Vorgang bei Wechselstrom. 
Dieser hat nach jeder Halbperiode einen Nulldurchgang, dabei er- 
lischt der Lichtbogen. Gelange es, das Abschalten so zu gestalten, 
daB vom Augenblick des Offnens des Schalters der Strom nach seiner 
betriebsmaBigen Sinuskurve bis zum nachsten Nulldurchgang ver- 
lauft und der Lichtbogen danach nicht wieder ziindet, so konnte 
keine groBere Selbstinduktionsspannung entstehen als die stationare 
Fraenckel. WechselstrSme. 2. Aufl. 19 


Daher die Lichtbogenspannung fiir die beiden Falle 

L 

X — 

X 


Pi = iR^- 


■P 


X - -r—xfl — x] 

Et ^ 


(JR T \ 




iind 




Am Ende der Schaltzeit, x = l, ist 
fur^<T = 


P 


R 

L 


1 ^ 


;>T Pi = 00 



290 


Ausgleichsvorgange in quasistationaren Stromkreisen. 


Amplitude i^a)L, Meist findet aber nach dem Nulldurchgang des 
Stromes ein Neuziinden statt, um so eher, je groBer dje momentane 
Spannung beim Nulldurchgang des Stromes, d. b. die Phasenver- 
schiebung ist. Ein WecJhselstromlichtbogen dauert daher im allge- 
meinen wahrend mehrerer Perioden an, bis die Schalterpole soweit 
voneinander entfernt sind, daB die Neuziindung nicht mehr erfolgL 
Bei bohen Wechselspannungen wird der Lichtbogen in Luft auBer-* 
ordentlich lang, man verwendet daher meist Olschalter, bei denen 
die Kontakte und der Lichtbogen durch das Ol gekiihlt werden 
und die Ziindspannung betrachtlich hoher liegt, so daB der Licht- 
bogen weniger lange andauert, als bei Luftschaltern. 

Die Gefahr hoher Ausschaltiiberspannungen bei Wechselstrom 
besteht moist nur beim Ausschalten schwacher Strome in stark in- 
duktiven Kreisen, z. B. des Leerstromes eines Transformators oder 
Induktionsmotors, weil bei schwachen Stromen und groBer Schalt- 
geschwindigkeit der Lichtbogen schnell labil werden und den Strom 
schon in der ersten Halbperiode zu einem schnelleren Abfall bringen 
kann, als der Sinuskurve entspricht. Je steiler dieser Abfall gegen den 
beim betriebsmaBigen Nulldurchgang, um so hoher die Uberspammng. 

Bei Induktionsmotoren trennt man die Statorwicklung nur 
vom Netz, wenn der Laufer iiber einen Widerstand geschlossen 
ist. Beim Leerabschalten von Transformat or on verwendet min oft 
eine Widerstandsvorstufe. Sie ist so zu bemessen, daB fiir beide 
Schaltstufen der Lichtbogen etwa gleich lang wird. Der Lichtbogen 
der Vorstufe liegt dem Vorschaltwiderstand R parallel; ist seine Ziind- 
spannung so kann er nicht mehr entstehen. ist der 

Leerstrom bei vorgeschaltetem Widerstand. An der Hauptstufe be- 
stehfc beim Nulldurchgang des Stromes die Spannung 2 ?,,, sin 99 , der 
Lichtbogen ziindet nicht mehr, wenn die Ziindspannung ^ Pm ^ 
ist. Es soil daher sein, und da die Wden Span- 

nungen um 90^ phasenverschoben sind, soil jede etwa 70der 
Netzspannung betragen. Den Strom i' entnimmt man der Magneti- 
sierungskurve fiir 0,7 'p und bemiBt den Widerstand so, daB i'R 0,7 p 
wird. Er ist wesentlich groBer als der zur Vermeidung des Einschalt- 
stromstoBes. 

Beim Abschalten groBer Strome, z. B. beim Unterbrechen eines 
Kurzschlusses, beanspruchen die thermischen und dynamischen Vor- 
gange im Schalter selbst das iiberwiegende Interesse. Dio im Licht¬ 
bogen auf geringem Baum verzehrten groBen Energiemongen werden 
toils zur Zersetzung des Oles, toils zum Schmelzen und Verdampfen 
der Elektroden und des Oles verbraucht. Der in sehr kurzer Zeit 
vor sich gehende Verdampfungs- und Vergasungsvorgang bedingt eine 
betrachtliche Drucksteigerung. Die Vermeidung des Herausschleuderns 
von brennendom Ol und des Austritts von Bauch, die zu Brandon 
und Uberschlagen fiihren, stellen hohe Anforderungen an die 
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Schalterkonstruktion. Um die schadlichen Wirkungen des Licht- 
bogens bei groBen Stromen zu reduzieren, ist anzustreben, die Neu- 
ziindung nach dem ersten betriebsmaBigen Nulldurchgang zu ver- 
hindem. Da bei hohen Spannungen auch eiu 8ehr langer Licht- 
bogen doch nur einen kleinen Teil der Spannung aufnimmt, kaun 
er den Verlauf eines groBen Stromes nicht wesentlich beeinflussen, es 
besteht bei groBen Stromen weniger Gefahr des v'orzeitigen AbteiBens 
und der Uberspannungen. Daher hat es auch keinen Zweck, den 
Lichtbogen langer bestehen zu lassen. 

Durch besonders hohe Ausschaltge^chwindigkeiten (Schnellkon- 
takte) und inten^^ive Kiihlwirkung des Oles sucht man zu erreichen, 
die groBten Strome in Periode zu unterbrechen. 

Be?ondere Eigenschaften zeigt das Ausschalten eines Kon- 
densators, Erlischt der Lichtbogen beim betriebsmaBigen Null- 
dui chgang des Ladestromes, so haben die Ladung und Spannung 
gerade ihren Hochstwert. Der Kondensator behalt seine Ladung bei, 
die Netzspannung setzt ihre Schwingung fort und erroicht nach 
Periode ihren Hochstwert entgegengesetzter Richtung — Hier 
besteht am Schalter die doppelte Spannung —Neu- 
ziindung fiihren kann, falls sie nicht schon vorher eintrat. Erfolgt 
die Ladung des Kondensators in Schwingungen (mit der Induktivitat 
der Zuleitung), so schwingt seine Spannung auf etwa die doppelte 
Einschaltspannung (— 4 p^ von ihrem Anfangs- wert -[- p^ an, er- 
reicht also nahezu die dreifache Amplitude. 

Diese Riickziindungen treten haufig beim Abschalten von leeren 
Leitungen und Kabein auf, zur Verminderung d'er dadurch ent- 
stehenden Uberspannungen verwendet man einen Schalter mit Wider- 
standsstufe. 

Beim ErdschluB einer Leitung fallt ihre Spannung gegen 
Erde auf Null, die der anderen Phas *n steigt auf die Linienspan- 
nung. Durch die ErdschluBstelle flieBt der Ladestrom der Teil- 
kapazitaten gegen Erde der nicht geerdeten Phasen unter Linien- 
spannung, der sogcnannte ErdschluBstrom. Bei jedem Neuziinden 
wird das Netz in starke Schwingungen verseuzt. Die hierbei auf- 
tretenden Dberspannungen, und die groBen Ausdehnungen, die ein 
solcher intermittierender ErdschluB lichtbogen annimmt, wobei 
er oft auf andere Leitungen iiberspringt und zum KurzschluB' 
fiihrt, machen ihn gefahrlich. Das vorzliglichste Mittel zu seiner 
Unterdriickung ist die ErdschluBdrosselspule von Petersen^), 
die zwischen den Nullpunkt des Stromerzeugers oder Tran format ors. 
und Erde geschaltet ist; sie nimmt unter Pha • enspannung gerade den 
ErdschluBstrom auf, so daB die ErdschluBstelle davon entlastet ist.. 

") s. ETZ 1919. S. 5. 
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Ansgleichsvorgange in nicht statioiiaren 
Stromkreisen. 

91. Die Gleichungen der freien Schwingungen auf Leitungen. — 92. Freie 
Schwingungen bei offener oder bei kurzgeschlossener Leitung. — 93. Reflexion 
der Wellen an Widerstand, Induktivitat und Kapazitat. — 94. Reflexion 
an der ‘Obergangsstelle von Leitungen mit verschiedener Charakteristik. — 
95. Widerstand, Kapazitat und Induktivitat an der t)bergangsstelle von zwei 
Leitungen. — 96. Verzerrte Wellen. 

91. Die Gleichungen der freien Schwingungen auf Leitungen. 

Die im letzten Kapitel untersuchterx Ausgleichsvorgange in elek- 
trischen Stromkreisen beschrankten sich auf die Falle, bei denen wir 
die elektrischen und magnetischen Felder je fiir sich in bestimmten 
Teilen des Stromkreises bestehend, d. h. Induktivitat und Kapazitat 
in diesen Teilen konzentriert, annehmen konnen. 

Diese Annahme setzt voraus, da6 in jedem Augenblick in jedem 
Punkt des betrachteten Teiles des Stromkreises der gleiche Zustand 
und die gleiche Zustandsanderung herrschen, oder, daB die Zeit fiir 
die Fortpflanzung einer elektromagnetischen Storung iiber den ganzen 
betrachteten Teil des Stromkreises verschwindend klein ist gegen die 
Dauer der Zustandsanderung selbst. 

Im folgenden untersuchen wir die wesentlich schneller verlaufende 
Fortpflanzung einer Zustandsanderung von einem Punkt des Strom¬ 
kreises zum nachsten, d. h. Stromkreise, bei denen der Zustand von 
Punkt zuPunkt sichandert, und bezeichnen sie als nicht stationare. 

Die Fortpflanzung einer elektromagnetischen Storung geht nach 
der Maxwellschen Theorie der Elektrizitat durch elektromagnetische 
Wellen vor sich, die sich nach alien Richtungen im Raum ausbreiten. 
Ihr nutzbares Anwendungsgebiet ist die Funkentelegraphie. Sie bieten 
aber auch fiir die Starkstromtechnik Interesse, weil hier als ihre 
Folge gewisse tjberspannungserscheinungen auftreten, die SchutzmaB- 
regeln erfordern. 
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Wir betrachten hier den Sonderfall der Fortpfianzung von 
ebenen elektromagnetischen Wellen, d. k. solche elektromagnetische 
Felder, bei denen die elektrischen und magnetischen Kraftlinien in 
einer Ebene verlaufen. Dieser Fall liegt bei Freileitungen und Kabelii 
vor. Die magnetischen Kraftlinien umschiingen die Leiter in der- 
selben Ebene senkrecht zur Leiterachse, in der die elektrischen Kraft¬ 
linien von einem Leiter zum anderen und zur Erde verlaufen. 

Nun ist nach dem Poyntingschen Satz der Vektor des Energie- 
flusses proportional dem Produkt aus elektrischer und magnetischer 
Feldstarke und dem Sinus des Winkels zwischen ihnen, und er ist 
senkrecht zu ihnen gerichtet. Die Richtung des Energieflusses ist 
die Fortpflanzungsrichtung der elektromagnetischen Welle, ebene 
Wellen von Freileitungen und Kabeln pflanzen sich nur in einer 
Richtung, der Richtung der Leiterachse fort. 

Eine geringfiigige Abweichung von der ebenen Beschaffenheit 
weist das Feld einer Leitung in der Nahe der Leiter auf. Weil die 
Leiter nicht unendiich groBe Leitfahigkeit besitzen und das Dielek- 
trikum kein vollkommener Isolator ist, stromt ein Teil der Energie 
in den Leiter, ein Teil bleibt im Dielektrikum. 

Fiir die Berechnung legt man nun, wie fiir die Darstellung der 
stationaren Verteilung der Strome und Spannungen auf Leitungen 
(s. Kap. XI) gleichmaBig verteilte Induktivitat, Kapazitat, Widerstand 
und Ableitung zugrunde. 

Die Dbertragung dieser von dem stationaren Zustand abgeleiteten 
GroBen auf den nicht stationaren Zustand gibt, wie nahere Unter- 
suchungen zeigen^),*fur ebene Wellen formed richtige Resultate. 

Wir gehen daher von der Doppelleitung aus und suchen fiir 
ihre Differentialgleichungen (Kap. XI Gl. 206 u. 207) das allgemeine 
Integral. Es ist 

. 

. 

Differentiiert man jede Gleichung nochmals nach x und setzt 
die andere ein, so wird 

= + + ■ . (389) 

+ + . . (390) 


0 s. Mie , Ann. d. Phys. 1900, S. 201. Cohn, Elektromagn. Feld 1900 
S. 449. Abraham, Phys. Zeitschr. 1901, S. 329; 1905, S. 174. 
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Beide Gleichungen haben dieselbe Form, wir brauchen daher 
nnr eine zu betrachten, z. B. die fiir die Spannung p. 

Sie laBt sich so umformen, daB der erste Differentialquotient 
nach der Zeit nicht mehr vorkommt, wenn man setzt; 

pz=TJe~~^^y .(391) 


worm XJ eine Funktion des Ortes und der Zeit ist, Hiernach wird 


dp 

Jt 

dy 

df 


dHJ 
dx^" ^ 
dU 
~~ dt ^ 

d^u 


■ ccVe~~^'^ 


df 


— 2a 


dU 

di^ 




und hiermit wird Gl. 389 


~dx' 


^^^ = U[BA — a[CR-\- LA) -f- d^LC] 


+-gy [Cfi + - 2 ~ LC 


dV 


Hierin wird der Faktor von Null, wenn 

dt 


1 

““2 

ist, der Faktor von ZJ ist dann 
EA — cc{GR-\-L'A)-\- cc"-LC 
worin 

d 


X + C. 


-LG- 


R 

L 


-^r= 

cl 


ir^ 

2 Li" 


A 

'CJ 


(389a) 


. (392) 
- LCd\ 

. (393) 


ist. Gl. 389 a erhalt hiermit die Form 

o2 TJ TJ 

^^^^LC-U5^-LC .(389b) 

Da unsere Rechnung beziiglich der Verluste nur eine Annaherung 
ist, so beschranken wir uns von vornherein auf den fiir Starkstrom- 
leitungen nicht sehr von der Wirklichkeit abweichenden Fall, daB 
<5 = 0 ist, Oder nach (393) 

R:L:==A:C .(394) 

d. i. nach Kap. XI S. 198 die verzerrungsfreie Leitung. 

Dann lautet Gl. 389 b 

d^-u 
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und mit der Abkiirzung 


LG = -„ . 

v 

. . . . (395) 

d'^u __ 

dt^ dx^ ' ' ' ' 

. . . . (396) 


" Die Losung dieser Differentia]gleichung ist von d’Alembert 
fiir die schwingende Saite angegeben, sie lautet allgemein 

V = .... (397) 

worin und vorlaufig nocli willkiirlicbe Funktionen des Ortes 
und der Zeit sind, die noch naher zu bestimmen sind. 

Hiermit wird nach GL 391 

p=:e—^* [fi(x — vt)vt)'\ . . . (398) 
Setzen wir diesen Wert in Gl. 388 ein, so wird 

- ^ (f, + Q - (f, + Q + [- « 

Fiir die Annahme (394) d = 0, sind die ersten beiden Glieder rechts 
entgegengesetzt gleich. und heben sich fort; setzt man im dritten 
Glied den Wert fiir v aus (395) ein, so wird mit 

_ 1 

i = ^— — f2{x-\-vt)\ . . (399) 

Die beiden willkiirlichen Funktionen und stellen zwei mit der 
konstanten Geschwindigkeit v fortsckreitende Wellen von unver- 
anderter Gestalt dar, wandert in Richtung der zunehmenden x 
denn die Funktion hat nach einer Zeit dt an einer um dx — vdt 
entfernteren SteUe wieder die gleichen Werte wie z. Z. t an der 
Stelle X, das gleiche gilt fiir /jj, wenn wir sie um —dx — vdt ver- 
schieben. 

Nach GL 398 und 399 ergibt sich die Spannung als Summe, 
der Strom als Differenz von zwei in entgegengesetzter Richtung 
mit konstanter Geschwindigkeit wandernden Wellen, die bei der 
Forfcpflanzung ihre Gestalt nicht andern, aber, wie der Faktor 
zeigt, mit der Zeit abklingen. Jede Welle des Stromes ist der im 
gleichen Sinne wandernden Spannungswelle proportional, sie ergibt 


Man kann die Richtigkeit der Losung durch Differentiation jeder der 
beiden Funktionen erkennen. Es ist z. B. fiir 

8x^ d(x — vtf ■ ^ 

d^f,(.x-vt) (d{x-vt)y_ 

St^ - d{x~vtf \ dt J 
und analog fiir f^. 
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sich aus ihr durch 


Multiplikation mit 



d. h. mit dem reziproken 


Wert der Charakteristik oder des Wellenwiderstandes (s. S. 198) 


Z = 



Jeder elektrische Vorgang auf der Leitung laJBt sich durch zwei 
derartige Wellen darstellen; ihre Form ergibt sich aus den Grenz- 
bedingungen des Problems. Die Fortpflanzungsgeschwindigkeit ist 

— ^ 

worin c = 3 • 10^ km/sek“^ die Lichtgeschwindigkeit ist. Bei Frei- 
leitungen (e = 1, = 1) ist die Fortpflanzungsgeschwindigkeit gleich 

der Lichtgeschwindigkeit, bei Kabeln ist sie umgekehrt proportional 
der Quadratwurzel aus der Dielektrizitatskonstante. 

Der Zustand auf einer Leitung wahrend eines Ausgleichsvorganges 
ergibt sich wieder durch Zusammensetzung der stationaren Werte 
%) freien Schwingungen (p^, von Strom und Spannung, 

die den Dbergang von dem Anfangswert zum Endwert vermitteln 

f = Ve^Vr ^ = \ + .(400) 

Sind im Augenblick der Zustandsanderung [t — 0) die stationaren 
Anfangs werte ^a( 0)5 ^a(o)> ^li^ stationaren End werte Pe(o)> 4(0)? so er- 
fordert der stetige tjbergang fiir die freien Schwingungen Pf{{i)^ if{Q) 

fa (0) = Ve (0) + Pm ; 'i'a (0) == h (0) + V (0) • • (401) 


92. Freie Schwingungen bei offener oder beikurzgeschlossener 

Leitung. 

1. Das Einschalten einer offenen Leitung mit Gleichstrom. 

Eine Leitung von der Ltoge I werde zur Zeit ^ = 0 an ihrem 
Anfang {x = 0) an eine Quelle konstanter Spannung P geschaltet, 
wahrend ihr Ende {x==l) offen ist. Wir sehen zunachst von der 
Buckwirkung der Einschaltvorgange auf die Stromquelle ab^). Vor 
der Zeit ^ = 0 ist der Anfangszustand fiir die ganze Leitung 

^a = 0, \ = 0. ...... (402) 

der stationare Endzustand ist 


^ 0 .(403) 


heliebige Stromquelle wiirde bei dem auftretenden Ladestrom 

vorstellen, dafi durch groBe 

Ladung abgegeben und die Spannung 
praktisch konstant gehalten wird (s. auch S. 326). ^ ” 
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Die Anfangsbedingungen fiir die freie Schwingung sind daber 


Vf{0) — fa ( 0 ) — Ve ( 0 ) == — P] 
V(0) = '^a(O) — hiO) = 0 , J 


(404) 


Diese Bedingungen setzen wir in die Gl. 398 und 399 


e~~ [f^ (x — vt) vi)'\ 

e — 


fiir ^ = 0 ein, und es ergibt sich 

= — fi (a;) — 4(*) = 0 , 

daher f^(x) = f^[x) — — |P.(405) 

Die Wellen (a;) und (a;) sind ihrem Betrag nach gleich groB, und 
habeh zur Zeit ^ = 0 iiber die ganze Lei- 
tungslange den konstanten Wert — \P (s. 

Fig. 205 a). 

Welche Gestalt haben nun die Wellen 
in den folgenden Zeiten wahrend ibres Fort- Fig. 205 a. 

scbreitens? Hieriiber gibt uns die Beflexion 
an den Leitungsenden . AufscbluB, die aus 
den dort berrscbenden Bedingungen zu er- o 
naitteln ist. 

a) Am Leitungsanfang soli nacb Voraus- 

setzung P = konst., d. b. p^=Q sein, also Fig. 205b. 

ist nacb GL 398 fiir (r=0 

(0 — w i) = — (0 + ««). 

Dies bedeutet: die vom Anfang fortziebende Welle (fj ist am Lei¬ 
tungsanfang ebenso groB wie die einfallende aber entgegen- 

gesetztes Vorzeichen. Man betracbtet die Fortsetzung der vom 
Anfang fortziebenden Welle als Eeflexion der dort einfallenden 
Welle und erhalt: Die einfallende Welle wird am Leitungsanfang 
unter Umkehrung des Vorzeichens reflektiert. 

b) Das Leitungsende ist offen, dort ist ^^==0, und nach GL 399 
wird fiir x — l 

f^(l—vt) = f^{l — vt), 

was wir wieder so deuten, daB die am offenen Ende einfallende 
Welle mit gleicbem Vorzeichen reflektiert wird. Fig. 205b zeigt 

X 

die beiden Wellen, nacbdem sie um eine Strecke x in der Zeit t — — 

V 

gewandert sind, wobei von ihrer Verkleinerung durch die Dampfung 
vorerst abgeSeben ist. Die Welle zeigt an der Stelle x einen 

Sprung um die voile Spannung P, der von der Reflexion der 
Welle am Anfang berriibrt. Unter Beriicksichtiguug der Dampfung 




ist er Pe “ v 
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Dieses Bild scKreitet nun bis zur Zeit — vorwarts, dann 

hat der Spannungssprung der Welle das Leitungsende erreicht, 
und da hier niit gleiohem Vorzeichen reflektiert wird, hat nun 
von hier ab auch einen analogen Spannungssprung, der nach dem 
" 21 

Leitungsanfang wandert und diesen zur Zeit erreicht. Man 

erkennt, daB jede Welle ihr Vorzeichen nach dem zweimaligen Duroh- 
laufen der Leitungslange umkehrt. Die voile Periode des Vorgangs^ 
die zwei entgegengesetzte Richtungswechsel in jeder Welle umfaBt> 
ist doppelt so groB, namlich 

T = .(400) 

V 

Eine einseitig offene Leitung schwingt in Viertelvvellonlangen. Die 
resultierenden Werte von Strom und Spannung der Leitung ergeben 

0 _ i 0 I sich nun durch Addition der 

t^o 2_ \ JZ. __ stationaren und der freien 

Werte: 

gang fiir 8 Augenblioko im 

Illll■ii ||i |i|||[|^|||l lllll l illlilll l lltiliilll l i Vs Periode unter 

-Miilli ill ll il ,. ■ ffllililliilltll Vernachlassigung der Damp- 

^ ' fung aufgetragen. In dor 

m ersten Viertelperiode wandert 
' resultierende Spannungs- 

1 iiiilIF-— 1 ^®r Hohe P und 

^ _ JP 

ein Ladestrom i— ■ bis 
Z 

I" II I I zum Ende der Leitung und 

speichern in dem elektromag- 

2 ..llllllllllilllilllillH " j netischen Felde der Leitung 

d ' Mjj|T n T T j[ || [ T [ gleichgroBe elektrische und 

magnetische Energien 

.I—1 i 


Spannung. 


Fig. 206. 


Strom, 


auf. Die Gleichheit folgt 

daraus, daB i = P ist. 

Die StromqueUe fuhrt die 

momentane Leistung P ^ 

zu. Am offenen Leitungsende 
kann der Strom nicht be- 


momentane Leistung P i = 
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stehen, die Sfcromwelle wandert in der zweiten Viertelperiode zuriick, 
wobei das magnetische Feld seine Energie in das elektrische Feld 
entladet, wahrend gleiclizeitig die Stromquelle ihre konstante Leistung 
waiter liefert. Diese wird nun aber nur in dem elektrischen Felde 
der Leitung aufgespeichert, wobei die Spannung der Leitung zunacbst 
am Ende und dann riickwarts scbreitend bis zum Anfang auf den 
doppelten Betrag steigt, und am Ende der zweiten Viertelperiode 
ist in der Leitung die 4fache elektrische Energie aufgespeichert 
wie zuvor. Da am Leitungsanfang die Spannung konstant gehalten 
wird, entladet sich die Leitung in der dritten Viertelperiode in die 
Stromquelle zuriick, der Entladestrom wandert vom Anfang der Lei¬ 
tung zum Ende unter Ausbildung eines magnetischen Feldes von ent- 
gegengesetzter Richtung wie zuvor, dessen Energie ebenfalls aus dem 
elektrischen Felde kommt, wobei die Spannung auf P abnimmt. In 
der vierten Viertelperiode entladen sich die magnetischen und elek¬ 
trischen Felder der Leitung in die Stromquelle, und am Ende der 
Periode ist die Leitung strom- und spannungslos. 

Das Spiel wiederholt sich von neuem, jedoch werden durch die 
Verluste die Wellen gedampft und klingen aus, bis schlieBlich die 
Leitung die konstante Spannung P hat. 

Der EinfluB der Dampfung auBert sich zunachst darin, daB die 
groBte Spannung, die zuerst am Leitungsende nach Periode auf- 

tritt, nicht 2P sondern p(l-|-e ^ ist. 

Quantitativ ist die Dampfung schwer einzuschatzen, da es fraglich 
ist, welcher Wert des Widerstandes fiir diese hohen Frequenzen ein- 
zusetzen ist, und weil unsere Annahme der Verzerrungsfreiheit nicht 
immer zutrifft. Setzt man fiir P den Gleichstromwiderstand ein, so 
findet man fiir Freileitungen den Wert a — R:L zwischen 150 und 
250., Fiir einen Mittelwert a —200 ist bei einer Leitung von 
I = 15 km mit v = 3 • 10*’^ km • sek”^ 

— aL — 0,01 

e 5^0,99. 

Bei Kabeln ist die Dampfung groBer wegen der kleinen In- 
duktivitat und weil v kleiner ist. Schatzen wir a 5mal so groB und 
V halb so groB wie oben, so wird fiir ein ebenso langes Kabel 

— a— —0,1 

e t'rrrze ,= 0,905. 

Die Spannung am Leitungsende ware also in diesem Falle nach 
Periode 1,905 P; nach Perioden fallt sie dorb nicht auf 0, 

( ( - 0 , 3 ^ 

sondern auf P\1 — e J = P \1 — e j = 0,26 P usf. 

Fig. 207 zeigt, wie unter Beriicksichtigung der Dampfung die 
Spannung sich am Leitungsende einschwingt und ein analoges Bild 
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iaBt sich fiir jeden Punkt der Leitung konstruieren. 

Fiir die Isolation muB man mit der doppelten Betriebsspannung 
recknen. 


2 . Das Einschalten einer offenen Leitung mit Wechselstrom. 

Aus Kap. XI ist bekannt, daB im stationaren Zustand sich eine 
Schwingung einstellt, die wir darstellen konnen durch 

= + . 

wobei die Amplituden und sowie die Phasenwinkel 

und Funktionen des Ortes sind, 
die aus dem Spiralendiagramm 
Fig. 152 Seite 200 ermittelt werden. 
p— j — Fig. 149 Seite 192 stellte dieStrom- 

_ 1 ^ Spannungsverteilung fur ein© 

I p verlustfreie Leitung dar. 

__ I Schaltet man nun z. Z. ^ = 0 

^ t zt 3z den Anfang der Leitung an eine 

Fig. 207. Spannung 

p = 2 )„sin((«i + v;), 

so ist der Anfangszustand vor Beginn der Zeitrechnung 

?’a== 0 > »a = 0 ; 

der stationare Endzust.and fiir < = 0 ist nach Gl. 407 
Pe ( 0 ) = Pm (») sin ^( 5 -), ( 0 ) = sin , 

daher fiir die freie Schwingung fiir t = 0 

Pm = — Pern = — Pm(x) sin (x) + (x) 

V(0) = — iem = — *m(x) sin = 1 [/; (x) — /; (x)] 

und die beiden WeUen f^{x) und f^{x) sind z. Z. t = 0 

f (a:) == — I sin -f sin 95 ^^^] 

4 = [p^(,, sin sin . 

rinr ^rgibt sich hiemach 

durch Addition bzw. Subtraktion der stationaren Strom- und Span- 

nungsverteilung z. Z. t = 0. Praktisch erfolgt das Einschalten stets 
durch einenEimchaltfunken im Augenblick der Spannungsamplitude. 

Ende oLnen Llung" 

fiirx = 0, fur* = l, 

Die erste Bedingung ergibt wieder eine Reflexion der am 
Leitungsanfang emtreflfenden Welle f, mit umgekehrtem Vorzeichen, 
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die zweite eine Reflexion der am Leitungsende eintreffenden Welle 
mit gleicbem Vorzeichen. 

Das Bild des Einschaltvorganges hangt nun sehr von dem Ver- 
haltnis der erzwungenen Frequenz f zur Eigenfrequenz f^. der Leitung 
ab. Diese ist nach Gl. 406 


Wir wahlen zunachst ein Beispiel, bei dem die erzwungene Frequenz 
groBer als die Eigenfrequenz ist. Es sei /*=300, Z=500 km. 

Fiir eine Doppelleitung aus Drahten mit 1 cm Durchmesser im 
Abstand von 120 cm ist 0 = 0,00525 

Z = 0,00212 Henry-km"^. i^ = 0,51 Ohm-km“^. 


Die Charakteristik ist Z 


¥ 


: 635 Ohm. 


Die Lange von 500 km ist bei 300 Perioden gleieh der halben 
Wellenlange, bei Leerlauf sind daher die Spannungen am Anfang und 
Ende im stationaren Zustand um 180® phasenverschoben. Fiir die 
freien Schwingungen der offenen Leitung ist die Leitung der 
Wellenlange. Die erzwungene Frequenz (300) ist daher hier doppelt 
so groB wie die Eigenfrequenz. 

Zwischen dem raumlichen Dampfungsfaktoy der stationaren 
Wellen der verzerrungsfreien Leitung (s. Kap. XI S. 198) 


a = R:Z — A-Z 


und dem zeitlichen Dampfungsfaktor der freien Schwingungen 

a — E:L = A: C 

besteht die Beziehung a = av. 

Hier ist 

a = 0,8-10“^ km”S a =240 sek"L 

Fig. 208 zeigt fiir 7 Augenblicke der ersten Periode der er¬ 
zwungenen, d. i. die erste Halbperiode der freien Schwingungen die 
Spannungs- und Stromverteilung. Die diinn ausgezogenen Linien sind 
die stationaren Werte, die aus dem Spiralendiagramm Kap. XI er- 
mittelt sind, die gestrichelten Linien sind die Welle und die 
punktierten die Welle Die DM,mpfung kann hier nicht vernach- 
lassigt werden, denn nach Periode sind die Wellen schon auf den 
21 

Wert c ^ = e ’ = 0,449 gedampft und in der Figur entsprechend 
verkleinert. 

Bei den meisten Starkstromanlagen nahern sich die Vorgange 
indessen wesentlich mehr denen einer Gleichstromleitung. Fiir eine 
Freileitung von 30 km Ltoge und f= 50 Perioden i. d. Sek. ist die 
Leitungslange der Wellenlange und daher ist die stationare 
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Spannung bei Leerlauf auf der ganzen Leitung in jedem Augonblick 
fast dieselbe. 

Ferner ist f==^0,02f^^, d, h. die Eigenfrequenz ist 50mal so 
groB wie die stationare Frequenz. Wird z. B. bei der Amplitude der 
stationaren Spannung eingeschaltet, so ist die stationare Spannung 

2 jx 

nach 1 Periode der freien Schwingung cos —- = 0,992 also 

ou 

praktisch unverandert. 


i7 


I 






I 




Nebmen wir dieselben Leitungskonstanten wie vorbin an, so sind 
die freien Sckwingungen nach 1 Periode der stationaren Schwingung 
C/so Sek.) nur noch e-*>3 = 0,0081, d. h. weniger ak 1 ihres Anfangs- 
wertes, so dafi der Ausgleichsvorgang praktisch aufgehort hat. 

Aus diesem Grunde legt man fiir die Einschaltvorgange bei Stark- 
stromanlagen meist die Verhaltnisse zugrunde, wie sie sich fiir eine 
Gleicbstromleitung ergeben. 
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3. Der Ausgleich einer beliebig verteilten Ladung auf 
einer offenen Leitung. 


Bei einer atmospharischen Entladung wird auf der Leitung eine 
zuvor durch die Ladung einer Wolke gebundene Ladung frei. Ihre 
Verteilung iiber die Lange I kann beliebig gegeben sein. 1st q{x) 
die Ladung fiir die Langeneinheit, die eine beliebige Funktion von 
X sein kann, so entspricbt ihr die Spannungsverteilung 

q[x) 




C 


und eine entsprechende Verteilung von elektrischer Energie. 

Die Spannung sucht sich auf der Leitung auszugleiclien. Da 
die Leitung an beiden Enden offen ist, kann die Energie an den 
Enden nicht abflieBen, vielmehr wandert sie so lange auf der 
Leitung bin und her, bis sie in Verlusten verbraucht ist. Bei jeder 
Wanderung nimmt die urspriingliche Ladung infolge der Ableitung 
ab. Dann ist == 0. Der Strom ist zu Anfang und zu Ende des 
Vorgangs Null. Fiir die freien Schwingungen gilt 

Pm == Pm — Pern = p (») 

V(0) = 0. 

Fiir die entstehenden Wellen gilt daher z. Z. t — 0 
Pfio) = fi (») -h fa (*) = P (*) 

V(o )=^ [fi (*) — 4 i^)] =0, 

und hieraus folgt 

fi(*) = A (*) = !?’(*).(408) 

Die urspriinglich vorhandene, ganz willkiirliche Spannungs¬ 
verteilung zieht also in zwei Wellen von gleicher Form und je 
halber GroBe nach den Enden der Leitung. Dort werden die Wellen, 
da die Enden offen sind, mit gleichem Vorzeichen reflektiert, weil 

f f 

die Strome und die bei der Bewegung entstehen, an den 
Z Z 

offenen Leitungsenden nicht bestehen konnen. Die Wellen wandern 
somit auf der Leitung hin und her, bis ihre Energie durch die Ver- 
luste aufgebraucht ist, sofern sie sich nicht schon vorher einen 
Weg zur Ableitung der Energie schaffen. Ist namlich die durch 
atmospharische Entladungen entstehende Spannung hoher als die 
Isolation der Leitungen vertragt, so wird die Isolation durchschlagen. 
Bei Freileitungen sind z. B. die I^olatoren die gefahrdeten Stellen, 
die bei atmospharischen t)berspannungen iiberschlagen werden. Zum 
Schutz verwendet man sog. Uberspannungsableiter, * die haufig aus 
einer Funkenstrecke (Hornerableiter) oder einer Anzahl in Beihe 
geschalteter Funkenstrecken (Rollenableiter) bestehen und mit einem 
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Widerstand zwischen Leitung und Erde geschaltet sind. Die Funken- 
strecken werden so eingestellt, daB sie bei einer gewissen tJber- 
schreitung der Betriebsspannung anspreclien. 


4. Die Ausgleichsvorgange bei Unterbrechung eines 
Kurzschlusses. 


Beim KurzscbiuB einer Leitung wird der Leitungsanfang durch 
eine Sicherung oder einen selbstatigen Schalter von der Stromquelle 
getrennt. Es werde angenommen, daB beim AbreiBen des Unter- 
brechungslichtbogens [t — 0) in der am Ende kurzgeschlossenen Leitung 
noch ein gewisser Strom = J besteht, der fiir die ganze Lange I 

gleichgroB sei. Die Spannung der kurzgeschlossenen Leitung ist nach 
dem Abtrennen klein und werde vernachlassigt, daher 

In der Leitung besteht eine magnetische Energie die 

auf der Leitung hin und her wandert, bis sie durch die Verluste in 
Warme umgewandelt ist. Der Endzustand ist p^ = 0, i^ — O, daher 
gilt fiir die freien Schwingungen 

Pm) = fi (*) + /a (x) = 0 

V(0) — 2 (*) ““ /a (*)] = 1 

k{x)=^ — f.Ax) = \JZ. 


Der Vorgang ist in Fig. 209 fiir einige Augenblicke in Ab- 
standen von je Periode dargestellt. Zur Zeit t = 0 sind die beiden 



Strom. Fig. 209. Spannung. 


Wellen \JZ und — \JZ\ die 
zweite wird am offenen Lei- 
tungsanfang, wo der Strom 
Null ist, mit gleichem Vor- 
zeichen reflektiert, wahrend f\ 
am kurzgeschlossenen Ende, 
wo die Spannung Null ist, mit 
entgegengesetztem Vorzeichen 
reflektiert wird. 

Der Strom verschwindet 
daher vom Anfang der Lei¬ 
tung anfangend, wahrend er 
seine magnetische Energie in 
das elektrische Feld der Lei¬ 


tung entladet, so daB eine 

Spannungswelle von der Hohe —JZ iiber die Leitung wandert. 

Erreicht sie das Ende der Leitung nach Periode, so wird 
sie zuruckgewdrfen, da dort die Spannung Null sein muB, Das 
elektrische Feld entladet sich wieder unter Ausbildnng eines magne- 
tischen Feldes, die Entladestromwelle von der Hohe —-J wandert 
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zum Anfang zuriick, sie wird dort nach Ablauf der zweiten Viertel- 
periode zuriickgeworfen, wobei das magnetische Feld sick wieder in 
das elektrische entladet, das aber nun ebenfalls die umgekehrte 
Richtung bat wie zuvor, und so gebt der Wecbsel der Energie fort, 
bis die ganze Energie in Verlusten aufgezebrt ist. 

Die groBte Spannung, die z. Z. ^ = 0 am Leitungsanfang entstebt, 
ist JZ. Die GroBe des Anfangsstromes J, der nacb dem AbreiBen 
des Unterbrecbungslichtbogens nocb bestebt, ist jedenfalls klein, daber 
darf die Unterbrecbungsiiberspannang nicbt iiberscbatzt werden. Am 
baufigsten kann das AbreiBen des Lichtbogens bei Gleicbstrom- 
scbaltern und Sicberungen beobacbtet werden. Bei einem Wechsel- 
stromscbalter, bei dem der Licbtbogen im natiirlicben Nulldurchgang 
des Stromes erliscbt, kann sie iiberbaupt nicbt auftreten. 

Ist fur eine Gleicbstromleitung von 500 Volt der KurzscbluB- 
strom einige Tausend Ampere und der abgerissene Strom etwa 
10 Ampere, so siebt man, daB die Dberspannung 5 bis 6000 Volt, 
also das Zebnfacbe der Eetriebsspannung betragen kann. Je kiirzer 
die Leitung, um so weniger sind die Wellen bei wiederboltem Ein- 
treffen gedampft und verursacben Dberscblage am Scbalter. 


5 . Das Einscbalten einer kurzgescblossenen Leitung. 


Beim Einscbalten einer' am Ende kurzgescblossen Leitung stellt 
sicb als Endwert eine Spannungsverteilung ein, die etwa linear vom 
Anfang bis zum Ende abnimmt, wabrend der Strom flir die Lange 
konstant und (bei Gleicbstrom) durcb den Leitungswiderstand be- 
grenzt ist 

Pe(0, = p(l-y), = 


Da die Anfangswerte Null sind, erhalt man 

ffio) — /i (a:) + (^) = — (^1- ^ 

— 4(^)1 = — ^ 


" Z , x~ 

, ^ 1 


f a:M 



,17 ” 

1 


1 

V(0)=-^- 


Der Scbwingungsvorgang, dessen Darstellung nacb dem Vorber- 
gebenden leicbt zu ermitteln ist, und die wir daber iibergeben, bietet 
nur insofern etwas Neues, als bier die Reflexion an beiden Enden 
mit umgekebrtem Vorzeicben erfolgt, weil sowobl am Anfang, wo 
die Spannung konstant gebalten wird, als aucb am Ende, wo sie 
Null ist, die Summe der beiden Wellen Null sein muB. Hieraus folgt, 
daB ein Richtungswecbsel nach jedem Durcblaufen der Leitungslange 
Fraenckel, WechselstrSme. 2. Aufl. 20 
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erfolgfc und die ganze Periode der Laufzeit iiber zwei Leitungs* 
langen entspricht, die Periode ist hier 

_ 

V 

Im Gegensatz zur offenen Leitung schwingt die an einem Ende 
erregte, am anderen kurzgeschlossene Leitung in Halbwellenschwia- 
gungen, da der konstant erregte Anfang und das kurzgeschlossene 
Ende Spannungsknoten der freien Schwingung sind. 

Die Einschaltwelle F lauft hier nach dem Ende und zuriick^ 
hiermit ist eine Periode beendet. 

Es geht hieraus hervor, daB die Frequenz der freien Schwin*^ 
gungen nicht aUein von der Leitungslange, sondern auch wesentliohi 
von den Bedingungen an den Enden abhangt. 


93. Reflexion der Wellen an Widerstand, Induktivitat und 

Kapazitat. 

Wir erweitem nun die Betrachtung auf andere Grenzbedingungen 
und untersuchen zunachst die Reflexion der Wellen an Widerstanden, 
Induktivitaten und Kapazitaten. 

Die Trennung dieser GroBen bei nicht stationaren Vorgangen 
ist nicht streng, sie setzt Anordnungen' voraus, bei denen die eino 
GroBe die anderen derart iiberwiegt, daB diese fiir eine angenaherte 
Betrachtung vemachlassigt werden konnen. 

Als reiner Widerstand kann ein Wasser- oder Kohlewiderstand 
gelten, der in Verbindung mit tTberspannungsableitern, z. B. Horner- 
funkenstrecken, verwendet wird. Er hat bei sehr geringer Lange 
einen Widerstand von mehreren Hundert Ohm, seine Induktivitat 
und Kapazitat sind dagegen verschwindend. Vorwiegend Induktivitat 
haben kurze Spulen, Stromwandler, Auslosemagnete, wahrend vor- 
wiegend Kapazitat in Sammelschienen, Schutzkondensatoren usf. vor- 
handen ist. Maschinenwicklungen, auch groBere Drosselspulen, haben 
verteilte Kapazitat und Selbstinduktion; in der Riickwirkung einer 
solchen Wicklung auf die Wellenvorgange in der Leitung betrachtet 
man sie oft in erster Annaherung auch als Induktivitat. 

Seien Lq, Cq Widerstand, Induktivitat und Kapazitat, die 
am Leitungsende etwa in Reihe geschaltet sind, so gilt fiir das 
Leitungsende {x==l) 

„ . , - , f idt 

. (««) 

Hierin ist p die Summe aus der stationaren Spannung p^ und 
der freien Spannung i die Summe aus dem stationaren Strom 
und der freien Schwingung Da die Gleichung linear ist, wird 
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sio von den stationaren und von den freien Stromen und Spannungen 
jo fur sich erfullt und kann in zwei Gleichungen geteilt werden, 
von denen die eine nur fvir die stationaren, die andere nur fur die 
froien Werte gilt, wie wir dies schon wiederholt getan haben. 

Die froien Schwingungen kiinnen fiir die ganze Leitung durch 
zwei Wellen dargestellt werden 

[f, (x - vt) + /;(* + 1 ;«)], 

V = {x — vt) —f^ (a:-|-v<)]. 


Da os bier auf die Werte am Ende der Leitung {x = Z) an- 
koimnt, setzen wir zur Abkiirzung 

f^{l~vt) = cp und = 

worin (p und q nur von der Zeit abhangen, daher ist fiir x — l 
2>/'(*=o = e-“«(99-f p) 


-at 


-{cp—Q) 


if{x = l)==---Y 

Sotzt man diese Werte in die GL 409 ein, so wird 


(410) 


d C f p — 


In diosor Gleichung ist die am Leitungsende einfallende Welle, 
d. h. (p, als bokannt vorauszusetzen, wahrend die Werte q der re- 
floktierton Welle durch Losung der Gleichung zu ermitteln sind, 
wio nun an cinigeh Beispielen gezeigt werden soil. 


a) Reflexion an einem Ohmschen Widerstand. 

Ist an die Leitung nur ein Ohmscher Widerstand Rq ange- 
schlosKon, BO erhalt man aus GL 411 


R. — Z 


■“‘{(p — Q), 


= = . 

Die einfallende Welle (p wird am Ohmschen Widerstand un- 
vollkommen rofiektiert, sie erscheintnachMaBgabedesReflexions- 
faktors q verkleinert. Dieser ist 

R.— Z 


" Ro + z- 

Die resultierenden Werte von Spannung und Strom am Leitungs¬ 
ende sind 

P =.-= 2),-f e-“‘((p-I-p) = p, + e-“* (p (1 + ?). 


— at 


z 


{(p — g)-- 




z 


(1-3). 


20* 
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Die einfallende Welle fiihrt in jedem Augenblick eiue Loistung 


mit sich: die reflektierte die Leistung ~ ". Die Difforen^ 

Z /j ij 

ist die im Widerstand verzehrte Leistung 

Ist Rq = Z, so wird die reflektierte Welle Null, die gana© 
Leistung der ankommenden Welle wird vom Widerstand absorbiort, 
Ist so ist die im Widerstand verzehrte Leistung stots kleiner 

als die der einfallenden Welle. Fiir Jt^Z hat die reflektierte 
Welle das gleiche, fiir Rc^Z das entgegengesetzte Vorzoichen der 
ankommenden. 

Die Grenzen sind: 1. R(^ = cc, d. h. die Leitung ist off on, m 
wird q = ly die einfallende Welle wird in voller GroBe refloktiort* 
2. R^ — O, die Leitung ist kurzgeschlossen, ^ = -—1, die Welle wird 
unter Umkehr des Vorzeichens reflektiert, wie friiher gezeigt. 

Beispiel. Eine am Anfang offene Leitung erhiilt oino Ladling 
, etwa durch atmospharische Vor- 

JC^ OC~h 

- V gange. Gegeniiber dom auf S. BOH 

hehandelten Fall sei am, Loitunga- 
ende eine Funkonstrocke mit Bir* 

dungswiderstand R^ angOFohlostsan. 

Anfang boliobig ver- 

t=o -- teilte Spannung f{x) teilt sioh in 

zwei gleiche Wellen von halbor 

. w.iIIbu 

i^ik erste wandert naoh dom Lei- 

tungsende, hringt die Funkonetreoke 

^^1_ I Ansprechen und wird, falk 

^ ' P' 910 ^0 = ^ 1 st, ganz absorbiort; die 

■ andere wandert nach dem offenen 

beitungsanfang, wird dort in voller 
btarke reflektierfc und gebt dann naob dem Ende, urn ebonfalls 
absorbiert zu werden. Bei unvollkommener Absorption dauert 
der Vorgang langer. Am Leitungsende wird die einfallende Welle 

1 jsl wandert zum Anfang zuriick, wird beim zweiten 

Auttreffen auf das Leitungsende wieder geschwacht usf. 

T? /I Verlusten in der Leitung ab, so ist am 

Ende des Vorgangs die ganzo urspriinglich in der Leitung vor- 
^ndene elektrisehe Energie in dem Widerstand R, in Warme urn- 
gewandelt worden. ^ 

600 wahlen, also bei Freileitungon etwa 

das Netz' gewissen Betnebsspannungen gegeben. Steht 

das Netz unter Spannung. so folgt dem Ansprechen des Ableiters 


Fig. 210. 
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ein Lichtbogen des Netzstromes, der beim Ansprechen in alien Pbasen 
am groBten wird und durch die Phasenspannung und den Erdungs- 
widerstand gegeben ist. Bei zu groBer Stromstarke besteht die Ge- 
fabr, daB der Lichtbogen nicht mehr erlischt. Bei 30000 Volt ver- 
ketteter Spannung und = 600 Ohm wiirde der Strom fast 30 Amp. 
betragen, wahrend hochsteiis 10 Amp. zulassig waren. Man ist daher 
gezwungen, bei hoheren Spannungen von der Bedingung der Re- 
flexionsfreiheit abzuweichen, wodurch die Wirksamkeit der Ableiter 
beeintriichtigt wird. Ihr Schutzwert fiir Netze liegt jedoch nach 
Petersen^) in der Fahigkeit, die Ladungen abzuleiten, die beim 
Erloschen eines ErdschluBlichtbogens auf dem Netz verbleiben, und 
dadurch das Wiederziinden zu erschweren. 


b) Reflexion an einer Induktivitat 


Ist am Ende der Leitung eine Induktivitat Lq angeschlossen, 
so lautet Gl. 411 fiir die freien Schwingungen 


p) = - 


ifl — q ) 


z 

h 

z 


dt 


z 

Die Losung dieser Gleichung ist, wenn 


(413) 


: g \^0 


“) * Je(f ‘ 9, (^ + «) + ^] cZ«|(414) 


und wenn - 


Z 


■K ist 


Q‘=Cp- 




worin h die Integrationskonstante ist. 

Beispiel. Die freien Schwingungen heim Aussehalten 
einer induktiv belasteten Leitung. 

Die Leitung werde z. Z. t = 0 am Anfang x — 0 unterhrochen. 
Zur Vereinfachung der Rechnung machen wir folgende Annahmen: 
der Strom habe auf der ganzen Leitung z. Z. < = 0 denselben Wert J, 
die Spannung auf der Leitung werde vernachlassigt. Diese Annahmen, 

die annahemd beim Unterbrechen eines GleichstromeszutreSen, wiirden 

auch fiir diesen bedingen, daB der Spannungsabfall in der Leitung 
und die Ableitung Null sind, und urn die Rechnung mit diesen An- 


1) ETZ. 1918. 
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nahmen nicht in Widerspruch zu bringen, mussen wir cc in GL 414 
vernachlassigen. Diese Annahme wurde somit zutreffen fur den hall, 

daB a klein gegen ist. Bei einer Freileitung ist Z etwa 600, 

Jjq 

a etwa 200. Ist 1^ = 0,3 Henry, so wird c in der Tat nur lO“/o 
von . Die Vereinfachung trifft also fiir nicht zu groBe Induktivi- 

h 

taten zu. 

Als Grenzbedingungen haben wir nun 

Pa(0) = 0) *a(0)=>I, Pe(0)=0, ^e(O) = 0j 

mo)-==A(*) + A(*) = 0, 

V(0) = ^ [fl (*) — U (*)] 

und hieraus fur ^ = 0 ’f^{x) = \JZ, /^(^) t= — 2 

Die Reflexionsbedingungen sind: am Leitungsanfaiig llofle^cioB 
mit gleichen Vorzeichen, am Leitungsende nach MaBgabe der GL 414 
die sich auf Grimd unserer Annahme vereinfacht in 

Q = . . .(414a) 

z 

worm zur Abkiirzung ^ — gesetzt ist. 

Lq 

Die Werte cp sind zunachst von ^ = 0 an durch die Welle 
f[(x) = lJZ gegeben. Die Welle gebraucht eine Zeit 1 = — , um 

^ V 

sich liber die Leitung zu verschieben, von t — 0 Ibis t = ist da- 
her (p = \JZ. 

In dieser Zeit wurde die nach dem Leitungsanfang wandernde 
Welle f^(x) = — ^JZ dort mit gleichem Vorzeichen reflektiert und 
gelangt wahrend der folgenden Zeit von bis t = 2t^ an das 

Leitungsende; fiir dieses Zeitintervall ist dahei: 99 = —|JZ. 

Man sieht, daB fiir die folgenden Zeiten jeder Wert 99 der am 
Leitungsende einfallenden Welle gleich ist dem Wert q der um 2 
friiher dort reflektierten Welle. 

Fiir die Zeit ^ = 0 bis t — wird aus GL 414 a mit 
no-^h)==lJZ. 

— ^JZ. 

Die Integrationskonstante hestimmen wir aus der Bedingung 
der Stetigkeit des Stromes der Drosselspule. Er ist z. Z. t = 0 




k = 0 
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und 


QiO-rh) — — ^*^2. 

Von bis war wie gezeigt ferner wird 

von 2t^ bis 3 ^^ 

9{2tx~ztx) = Q{Q^h) = — 

Daher insgesamt von bis 

9^(^”3/i)== — 

und durch Einsetzen in GL 414 a 


Fiir t = t^ ist 

iZ = [(p — Q)===--JZ~~^ke-P^^==JZ, 

daher 

k = —2JZe-^^^^, 

Von t —3 bis 5wird nun cp ebenso groB wie q von bis 3 , 

es ist daher in der Formel dafiir statt t zu setzen (t — 2 . Man 

erhalt 

und durch Einsetzen in GL 414 a und Integration 

QiBtx~6tx) = lJZ [— 1 - 4 6 “^ ^ 1 ) + 8 ^ - 3 . 

Fahrt man in dieser Weise fort, so erhalt man fiir jedes fob 
gende Intervall in dem Ausdruck fiir p je ein weiteres Glied, wahrend 
das erste Glied in der Klammer abwechselnd 1 und — I ist. 
Es wird 

^(5<i-:-7g = QiBtx~st,) -f- \JZ{2 — [I — 2 /S (< — 5 

-)- 2 / 3 ^ [t — 



Fig. 211. 


In Fig. 211 sind die Werte q als Funktion der Zeit von O aus 
nach rechts als gestrichelter Kurvenzug, die Werte 99 von O aus 
nach links als ausgezogene Kurve aufgetragen. Verschiebt man 
diese Wellenziige gegeneinander, und zwar den fiir q nach links, 
den fiir 99 nach rechts, so erhalt man als Ordinaten in O die Mo- 
mentanwerte von 99 und q zu einer Zeit um deren Betrag man 
die Wellen verschoben hat. 
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In der Zeit t wandern die Wellen um die Strecke x — vt, 

Man kann daher die Abszissen als Langen betrachten, darm 
entspricht Punkt A im Abstand vt^==l von 0 im Sinne der Wan- 
derung der am Ende reflektierten Welle dem Leitungsanfang. 

Man erbalt somit auch das zeitliche Bild an jedem Punkt der 
Leitung und fiir einen gegebenen Augenblick das Bild der raum- 
lichen Verteilung der Wellen langs der Leitung, und kann nun in 
iiblicher Weise die resultierende Strom- und Spannungsverteilung 
ermitteln, indem man die Welle mit multipliziert und zu den 

freien Schwingungen die stationaren Werte addiert, die in unserem 
Beispiele Null sind. 

Fig. 212 zeigt ohne Beriicksicbtigung der Dampfung den zeit- 
lichen Strom- und Spannungsverlauf am Ende der Leitung und 


Fig. 213 fiir einige Zeitpunkte die 
raumliche Verteilung von Strom und 
Spannung l^gs der Leitung, aus denen 
wir folgendes entnehmen. Da z. Z. 




«==0 der Strom am Leitungsanfang unterbrochen ist, entladet sioh 
^ magnetische Feld der Leitung zunachst am Anfang und 
dann bis zufti Ende fortschreitend unter Ausbildung eines elek- 
tnscben Feldes, wodurch eine Spannungswelle —JZ nacb dem 
^itungsende wandert, wahrend der Leitungsstrom auf Null fallt- 
Zur Zeit gelangt sie an das Leitungsende und wird an der 
Dmsselspulezuriickgeworfen. Diese beginnt sich zu entladen, jedoch 
sebr lan^am. Sie erhobt zunachst die elektrische Energie unter 
er opp^ung der Spannung auf 2JZ, und mit dem Rucks cbreiten 
dieser Welle nacb dem Anfang speichert sie durch den Ladestrom 
auch wieder magnetische Energie im Felde der Leitung auf. Die 
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mit dem Sprung JZ wandernde Spannungswelle behalt aber nicht 
konstante Ho he, sondern wird am Ende der Leitung wegen der 
allmahlichen Entladung der Drosselspule kleiner. Am Anfang an- 
gekommen, muB die magnetische Energie der Leitung sich dort 
wieder in elektrische Energie verwandeln. Die Spannungs- und 
Stromwellen laufen zuriick. 1st nun die Energie der Drosselspule 
erschopft, so konnen die ankommenden Wellen die Drosselspule 
wieder laden, jedoch im entgegengesetzten Sinne wie sie urspriing- 
lich geladen war, es bildet sich also eine langsame Schwingung 
zwischen Leitung und Drosselspule aus, iiber die sich die Schwin- 
gungsvorgange der Leitung lagern, wie aus Fig. 212 ersichtlich ist. 

Die Spannung steigt jeweils nach Sek. sprungweise um 2JZ. 
Um ein angenahertes Bild von der groBten moglichen Spannung zu 
erhalten, nehmen wir als ungiinstigsten Fall den an, daB bei Ent¬ 
ladung der Drosselspule auch das magnetische Feld der Leitung 
entladen ist. Die Energie ist dann, abgesehen von der Dampfung, 
im elektrischen Feld der Leitung aufgespeichert. Unter Vernach- 
lassigung der ungleichen Vertoilung von Strom und Spannung langs 
der Leitung wird 

Dies ist ein Mittelwert, gegen den die Spannung an der Drossel¬ 
spule noch um den Sprung 2JZ groBer sein kann. Der ungunstigste 
Fall ware daher 

Vmax = 1^2 -f- l/l + j , 

der wegen der Dampfung aber nicht erreicht wird. Man sieht, daB 
die Spannung um so groBer wird, je groBer die Induktivitat 
gegen die der ganzen Leitung ist. tJber die GroBe des Anfangs- 
stromes J gilt das gleiche wie in dem Beispiel S. 304. • 


c) Reflexion an eineni Kondensator. 
Hier gilt fiir die freien Schwingungen nach Gl. 411 

q) _ 


dt 


G,Z 


(<p — q) 


■«(9^ + e) + ^+^f = 


-0,z 


[cp — q). . . (415) 


Beispiel. Das Unterbrechen eines Kurzschlusses, wenn 
parallel zum Schalter ein Kondensator liegt. 

Am Ende x — l sei die Leitung kurzgeschlossen, der Leitungs- 
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anfang werde z. Z. t=0 unterbroohen, es ist dort ein Konden- 
sator Cq zwischen. die Leitung geschaltet (s. Fig. 214). 

Fur den Leitungsanfang ist q der Wert der einfallenden Welle, 
<p der Wert der reflektierten Welle, es ist daher bier Gl. 415 naoh 
9 ? zu losen. 

Da der Ladestrom des Konden- 
sators ein Entladestrom der Leitung 

__ ist, ist in Gl. 415 rechts das nega- 

Fig. 214. Zeichen zu setzen, sie lautet 



geordnet 


dcp 

dt 




a j (p- 


o,z 


dg 
dt * 


Auch hier kann man meist a gegen vernachlassigen, und wenn wir 


zur Abkiirzung = y setzen, ist die Losung der Gleichung 
GqZ 


<p-- 




+j 


gy 


dg 

dt 


ey^dt 


(4 IB) 


Fiir unser Beispiel nehmen wir wieder an, es sei 

Pa = 0. Pe = 0> 

SO wird wieder fiir ^ = 0 

/iH = —/■2(*) = K^- 

Fiir die Reflexion am Leitungsanfang gilt Gl. 416, am kurzge- 
schlossenen Leitungsende wird die einfallende Welle mit umgekehr- 
tem Vorzeichen reflektiert. 

Am Leitungsanfang ist p(o™^i)= — Id'Z, und da f^{x — vt) 
— \JZ am Leitungsende mit umgekehrten Vorzeichen reflektiert wird, 
ist p(o~ 2 <,) = — \JZi, 

Hiermit erhalt man aus GL 416 

9 ?( 0 ™ 2 < i ) == he-y^ — \J Z. 

Zur Bestimmung der Integrationskonstanten dient die Bedingung 
der Stetigkeit der Ladung bzw. der Spannung des Kondensators. 
Fiir ^ = 0 ist 

K + {<P + Q) = 0^k~-\JZ — \JZ=^0, 
daher k — JZ 

99(0-^2^l) = |e7Z (—1 -f 

Wahrend des folgenden Intervalls bis 4«^ wird daher 

= — 1 -|~ 

und durch Einsetzen in GL 416 und Integration 

~^h) = IJZ {+ 1 -f 2— [2 -f 4 7 (^ — 2 1^)] g-y(«-2 

dann 


usf. 


|JZ{—[2 + 4y(<—2<J1 

+ [2 4-4y^ (f — 4<J2j 
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Fig. 215 zeigt fiir einige Augenblicke das allmahliche Ansteigen 
der Spannung langs der Leitung (ohne Beriicksichtigung der Damp- 
fung) und das damit verbundene Abfallen des Stromes. Die magne- 
tische Energie der Leitung entladet sich in den Kondensator und 
in das elektrische Feld der Leitung, nur am kurzgeschlossenen Lei- 
tungsende bleibt die Spannung Null. 1st das magnetische Feld der 
Leibung entladen, so ist nur elektriscke Energie im Kondensator 
und in der Leitung vorhanden, und diese laden wieder das magne- 

tische Feld der Leitung in entgegen- 
gesetztem Sinn auf. Es bildet sich auch 
hier eine langsamere Schwingung aus, 
wie der zeitliche Verlauf der Spannung 


x~0 X’-l acO 




und des Stromes am Kondensator 
Fig. 216. zeigen, und die durch die Ver- 
luste gedampft wird. Wahrend beim 
Unterbrechen ohne Kondensator eine 



Fig. 215. Fig. 216. 


rechteckige Spannungswelle von der Hohe — JZ in die Leitung 
wandert (s. S. 304), ist hier durch den Kondensator die resultierende 
Spannungswelle stark abgeflacht, weil er eine plotzliche Spannungs- 
anderung nicht zulaBt. Die einziehende Welle ist am Beginn 

( 99 -|— p)‘( 04 - 2 * 1 ) == — JZ^l e 

Je groBer Cq ist, um so flacher bleibt die Welle. Die absolute 
GroBe der am Leitungsanfang auftretenden Spannung kann aber 
nicht so sehr vermindert werden, wenn man nicht liber sehr groBe 
Kondensatoren verfiigt. Man kann diese Spannung wieder ajige- 
nahert daraus berechnen, daB man die elektrische Energie im Kon¬ 
densator und der Leitung gleich der urspriinglichen magnetischen 
Energie der Leitung setzt. 

f Cl 


Dieser Wert ist etwas zu klein, weil die Leitung nicht auf der 
ganzen Lange die gleiche Spannung hat; ist groB gegen die 
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Kapazitat der ganzen Leitung Gl, so ist aber der Fehler sehr gering, 
andererseits verhindert die Dampfung schon das Erreichen dieses 
Wertes. Urn z. B. auf ^'3 des Wertes ohne Kondensator (J Z) 
zu reduzieren, muB 

sein, der Schutzkoiidensator miiBte achtmal soviel Kapazitat haben wie 
die ganze Leitung. Ist z. B. fiir eine Freileitung {7 = 5* 10 “^ Fd- 
so braucbt man fiir eine Leitung von 20 km Lange einen Konden¬ 
sator 

(7o = 8.5-20-10-9Fd-=0,8 Mfd. 

Fiir Kabel ware die Kapazitat ein Vielfaches davon, und so 
groBe Kondensatoren lassen sich nicht wirtschaftlich bauen. Der 
Kondensator dient daher in erster Linie zur Abflachung der Welle. 


d) Ein Schwingungskreis im AnschluB an eine Leitung. 

Ein Fall, bei dem unter Umstanden hohe Spannungen auftreten 
konnen, liegt nach Petersen^) vor, wenn am Ende einer Leitung 
eine Induktivitat (etwa ein Stromwandler oder ein Schaltermagnet) 
und die Sammelschienen von der Kapazitat einen Schwingungs¬ 
kreis bilden. 

Hier gilt fiir die freien Schwingungen nach Gl. 411. 
_L^de-‘‘*{(p — Q) 1 


( 95 -j-p)e- 


C,Z 


5 “** (X t 


{(p — Q)dt . (417) 


Z dt 

Sieht man von der Dampfung ab, d. h. setzt a == 0 , so ergibt 
sich durch Difierentiation dieser Gleichung und Ordnung nach q 
^ Q ^ Z d(p ^ dP(p 

■V ~dt 


df 


Lq dt 




LoOo 


df 


Nehmen wir an, der Stromkreis werde z. Z. t 
Gleichspannung P angeschlossen. Dann ist 

Pa = 0, /; = 0, P,=P> ^ = 0, 

/i. (^) ~/a 


• (^18) 

0 an eine 


7(0) ■ 

Am Leitungsende ist von t — 
nach GL 418 fiir diese Zeit 
d^-Q . Z dg 


: 0 bis t — L 




1 p 


df 


Lq dt 


LoOo 


2 


^P, und es gilt 


(419) 


Die Losung dieser Gleichung ergibt eine aperiodische oder eine 

oszillierende Ladung (s. Kap. XIII S. 268), je nacbdem - ^l/^ist. 

2 y Of. 


0 Archiv f. Elektrotechnik Bd. I, S. 233. 
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Da die Kapazitat von Sammelscliienen klein ist, ist der zweite Fall 
der praktisch haufiger vorkommende, wir nekmen ihn an. Dann ist 
die allgemeine Losung 

^ = — |P + .4 sin {fit -f (5) e--^ 

worin A und <5 die Integrationskonstanten sind. ^ ist die Kreis- 
frequenz, C der Dampfungsfaktor 

/?=.i/TIZ7Zv 

^ Vl,C^ \2lJ ^ 24 • 

Die Ckarakteristik Z spielt auch hier formell die Rolle des 
Ohmschen Widerstandes, bedeutet aber nicht einen Energieverlust, 
sondern die Umwandlung von elektrischer Energie in magnetisoke 
und umgekehrt. 

Aus der Stetigkeit des Stromes der Drosselspule und der Span- 
nung am Kondensator, die beide z. Z. ^ = 0 Null waren, folgt 

J = J = 0 —^sin5 = 0 

3 = 0 


Die Kondensatorspannung ist 

di Lgd(^~g) 

+ -V- • 

Hier wird fiir t = 0, ^A — 0^ daher A~0 und 

QiO-r-ti) 2 ■^* « 

Am Leitungsanfang ist die freie Spannung Null, weil dort die 
Spannung konstant P ist, die Welle wird am Anfang mit um- 
gekebrtem Vorzeicben reflektiert, ans Leitungsende kommt 

= + 1-?" 

zuriick, hieran schlieBt sich = == an, so 

daB von bis 3^^ 9ih-^dh) — ^P ist. 

Die Losung der Gl. 419 wird mit diesem Werte 

= — ^i) H“ . 

Zur Zeit t = tj^ waren i und die Kondensatorspannung noch 
Null, also ist 

9itx) — Qih) — 0 

Pe + + ^(*0=0 . 

Aus der ersten Bedingung folgt; 

A^in^=0, <3 = 0, 

aus der zweiten: 


(3 = 0, 




Q{h-i-3h)- 


^ -y- 

pLq 
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Am Ende dieses Intervalls ist 

^ H 

2P 


der Ladestrom 


^ — 2 P'x sin 2/^t^, 
P-^0 






er-^Ch^ixi 2^t^. 


Z 

Er hat gerade eine halbe Schwingung ausgefiihrt, wenn 
2^t^ — 7c ist, Oder 

^ 1 V 

-— ist die Eigenfrequenz des Schwingungskreises, ~ die 
271 4:L 

Eigenfrequenz der Leitung. Bei Gleichheit beider besteht Resonanz. 

Die Kondensatorspannung hat z. Z. den Wert 

^ r Z 1 "1 

?>c(3(i) = 2P|i— — — (Csin2pij —^cos2p<J e-^"'x|. 

Fiir 2 = 7r wird, wenn gesetzt wird, 

Pc{St)^4:P. 

Fiir die Zeit bis wird nun 


9’(3^l-^o^l) = — Qth^ah) ■■ 


^ + 2 P./j- *■> sin p («- 3 

2 pjjQ 


und in analoger Weise wie friiher, wenn wir uns auf den Fall der 
Resonanz beschranken: 


^(3 

ferner 

usf. 


• ™ + 2P-^^ sin ^ {t , 

2 PLq 


-I- 2P 

2 pLf^ 

_j_ ] sin/S (^ — 5iJ 




y] ■ ' , u 0 


oji t y' 


Kg. 217. 


In Fig. 217 sind fiir ein Beispiel = 10~® Henry, = lO”® F., 
fiir ein Kabel mit .Z=100 die Werte von q und cp als Funktion 
der Zeit aufgetragen. 

Hier ist Daher besteht Resonanz, wenn wir fiir das 

Kabel v = 2 • 10^ km-sek"^ annehmen, bei einer Leitungslange 




71 V 

YJ 


71 2 • 

2 10 « 


= 0,314 km. 
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Fig. 218 zeigt den zeitlichen Verlauf des Stromes und der Span- 
nungen am Kondensator und an der Drosselspule. Von 0 bis 

P 

wandern die Spannung P und der Strom — zum Ende der Leitung; 

Z 

der Strom kann bier nicbt plotzlicb auf diesen Wert springen, die 
Spannungswelle wird auf den doppelten Wert reflektiert, und der 
Spannungssprung P wandert iiber die auf der Leitung schon vor- 
bandene Spannung P zuriick. Wabrenddessen beginnt der Konden¬ 
sator sicb zu laden, die Spannung an der Drosselspule nimmt von 
2P ab. Der Spannungssprung P wird am Leitungsanfang zuriick- 
geworfen, da dort die Spannung konstant ist, und gelangt z, Z. 
wieder an das Leitungsende. Ist die Zeit des Hin- und Herwanderns 
gerade die balbe Scbwingungszeit t z+X 

des Scbwingungskreises, d. b. bei |t^ ^ 

Resonanz, so ist im Grenzfall (wenn ^ ^ ^ ^ 

ware) die Spannung an / 

der Drosselspule — 2 P, am Kon- ^p_ K / 

densator 4P. Der einfallende / \ / \ 

Sprung wird auf den doppelten \ j \ / 

Wert reflektiert, die Spannung an J _ ‘ X ' a 

der Drosselspule andert sicb sprung- ^ ^ 5 A 7ti 

weise auf —4P, wabrend der | \ 

folgenden Halbperiode wird der ^ V 

Kondensator von 4P auf —4P 1 

entladen, dann steigt die Drossel- Fig. 218. 

spulenspannung wieder sprungweise 

um 2 P usf., so daB sie nacb 5obne Dampfung scbon 6 P ware 
und sicb weiter steigern wiirde, wenn die Dampfung und tlber- 
scblage es nicbt verbinderten. 

Dieser Fall tritt bei den boben Frequenzen solcber Scbwingungs- 
kreise nur bei kurzen Leitungslangen auf, er kann z. B. bei einem 
ErdscbluB entsteben. An der ErdscbluBstelle fallt die Spannung 
plotzlicb auf Null, es wandert eine Entladewelle bin und ber. Ibre 
Kobe kann beim Neuziinden eines intermittierenden ErdscbluBlicbt- 
bogens die betriebsmaBige Spannung wesentlich iibersteigen. Bei 
kurzem Abstand ist eine Resonanz moglicb. 

Zu deren Verhiitung werden Stromwandler u. a. Spulen durcb 
Widerstande iiberbriickt. Die oszillierende Ladung wird verbindert, 

wenn der "Dberbriickungswiderstand Andrerseits 

2 r Gq 

soil er so groB sein, daB er den Strom der Grundfrequenz nicbt 
wesentlicb beeinfluBt. Silitwiderstande zeigen bei boben Spannungen 
einen kleineren Widerstand als bei kleinen, dieses Verbalten macbt 
sie bier besonders geeignet. 
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94. Reflexion an der tTbergangsstelle yon Leitungen mit 
verschiedener Chai'akteristik. 


Im folgenden soil der Ubergang der Wellen von einer Leitung 
zu einer anderen mit abweichender Charakteristik untersucht werden. 
Die erste Leitung erstrecke sich von x = 0 bis x — lj, die zweite 
schlieBe sick daran von x—l, bis x = Ij,■ Die Charakteristiken der 
Leitungen seien Zj und Z^^. 

Lie Ausgleichsvorgange auf jeder Leitung lassen sich durch zwei 
in entgegengesetzter Lichtung wandernde Wellen, //i? // 2 ? /jr/s 

darstellen. Es ist 

[fj 1 — -^7^) + Z'/2 (^ + 0] 

i^jZ^=e-~^i* {x — -^7 if) — f /2 (^ + *^)] 

rpf == [fjj^ {x — t) -f- 2 + ^// ^)] 

[fjji if) /z/2 ^)] 

Wir untersuchen nun die Beziehungen, die zwischon den vier 
Wellen am Ubergangspunkt x — lj bestehen. Zur Abkiirzung werden 
fur x = lj die Momentanwerte fiir die im Sinne der positiven x 
wandernden Wellen mit cp, die im Sinne der negativen x wandernden 
mit Q bezeichnet: 

6"“^* f,i ih= f,i ft 4- ‘0, t) =- e, 

e ® f jr^ ~ ■ 

Lie Stetigkeit der Spannung und des Stromes verlangt, da6 
fiir x=lji Pfj — Pfn daher 

9’/+(>;=?’//“he'// 


Betrachtet man die im Punkte x — l^ ointrolfondon Wellen 
und als gegeben, so ergeben sich die anderen aus GL 420 durch 
die Beziehungen 






■ Qn 


.2.^/. 

Z, ft Zjj 

2Z, 




(481) 


Las in diesen Gleichungen enthalteno Reflexionsgosotz fur die 
Ubergangsstelle sagt folgendes aus. 

Von jeder der beiden auffallenden Wellen cpj und Qjj wird ©in 
Teil auf die gleiche Leitung reflektiert, ©in anderor Toil tritt in die 
andere Leitung iiber. 



94. Eeflexion an der Ubergangsstelle von Leitungen usw. 
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Von <pj wird auf Leitung I reflektiert 




Zri — Z,_ 


. 

g ist der Reflexionsfaktor. Von wird auf Leitung II reflektiert 


Qn 


z,+z-. 


QriS 


(421b) 


Der Reflexionsfaktor hat wegen der entgegengesetzten Richtung 
der Fortpflan zung das negative Vorzeichen, aber die gleiche GroBe 
wie pben. 

Von (pj tritt auf Leitung II iiber 
97j 

= 95/ [1 — (- ?)].(421 c) 


Von tritt auf Leitung I iiber 
2Z 

y ~ ^ .(421 d) 

Somit kann man Gl. 421 schreiben: 


worin 


^/ = 9 ’/ 9 + 0 /, ( 1 — 9 ) ] 

9’77= —07/9+ 95/(1+ 9) j 


. . (422) 


9 


■^/ + -^/7 


1st so ist q positiv. Dies ist z. B. der Fall, wenn 

Leitung II eine Freileitung, Leitung I ein Kabel isL Die vom 
Kabel auf die Freileitung iibertretende Welle ist im Verhaltnis 
(1 ”1" q) vergroBert, die von der Freileitung in das Kabel iibertretende 
Welle ist im Verhaltnis (1 — q) verkleinert. 

Bei Verfolgung des Ausgleichsvorgangs ist zu beriicksichtigen, 
daB die Wellen auf Leitungen mit verschiedenen Konstanten ungleich 
stark gedampft werden und mit ungleicher Geschwindigkeit fort- 
schreiten. Die Zeit der Fortpflanzung iiber die Leitungslange I ist 

^_ I iVeju, 

V c 

Man kann daher den Vorgang fiir alle Leitungen auf die Licht- 
geschwindigkeit c beziehen durch Einfiihrung der „reduzierten^‘ Lange 

Z' == . 

Fiir ein Kabel ist sie V — I^b, 


Beispiele. 


1. Das Laden einer am Ende offenen Freileitung iiber 
ein KabeL 

Das Kabel wird am Anfang a; = 0 z. Z. Z = 0 an eine Strom- 
quelle von konstanter Spannung P und groBer Kapazitat ange- 


TP 
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schlossen. Kabel und Freileitung sind zunachst strom- und spannungs- 
los, zu Ende der Ladung stehen beide nnter der Spannung P. Wie 
fiir eine einzelne Leitung sind daher auch hier z. Z. ^ = 0 die Wellen 
fiir beide Leitungen 

fil (*) = /■/3 H = frii H = f/za '(^) = — i P. 

Fiir die Reflexion gilt: 

a) bei x=0 ist ^3 = konst. =P; p^—Q, daher Reflexion mit 
umgekehrtem Vorzeichen; 


b) bei 
zeichen; 




_ 









ist ^^=0, daher Reflexion mit gleiohem Vor- 

c) bei x — lj- ist nach Gl. 422 
Qj =<?9’/+(l — 

9/z= —30,/+(!+?) 9/- 
Nimmt man z. B. fiir das Kabel Zj = 60, 
fiir die Freileitung Z^^=600 an, so wird: 




600 — 60 


= 0,82 


600 + 60 

Q^ — 0,82 + 0,18 

(Pn == — 0,82 Qjj + 1,82 cpj 

ist fast ebenso groB wie cpj, am Ende des 
Kabels wird <pj. fast ebenso reflektierfc als ob 
das Kabel offen ware, weil die Freileitung 
groBe Induktivitat hat. 

Die auf der Freileitung zum AnschluB- 
punkt des Kabels wandernde Welle wird 
mit umgekehrtem Vorzeichen fast in voller . 
Starke reflektiert, da das Kabel, das eine 
groBe Kapazitat besitzt, fiir die auf der Frei¬ 
leitung ankommende Welle nahezu einen Kurz- 
schluB darstellt. 

Fig. 219 zeigt den Anfang des Ladevor- 
gangs unter Vernachlassigung der Damp- 
fung. Eine resultierende Spannungswelle P 
wandert iiber das Kabel und erreicht den AnschluBpunkt z. Z. 

I ' 

= nach dieser Zeit ist (abgesehen von der Dampfung) cp^—^P, 
Qtj— — I resultierende Spannung am Ende des Kabels ist 

P_|_^1+^1=:P|1 +| + |j^g - ^1 - O')]} = 1,82 P. 

Die Spannung ist nahezu verdoppelt und zieht mit dieser Kobe 

y \ I 

in die Freileitung ein. Zur Zeit = gelangt die Welle an 

das offene Ende und wird dort mit gleichem Vorzeichen reflektiert. 



Fig. 219. 
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Die resultierende Spannung wird dort, abgesehen von der Dampfung, 
.3,64 F, somit nahezu der vierfache Wert. 

Folgt auf erne Leitung eine zweite mit wesentlieh hoherer 
Charakteristik, so wird eine an der tJbergangsstelle eintrefEende 
bchaltwelle nahezu verdoppelt. Der Grenzfall g = l ergibt sieh, 
wenn unendlich gro6 gegen ist, d. b. am offenen Leitungsende. 

Oft betrachtet man in erster Annaberung Wicklungen von 
Maschinen und Transformatoren als Leitungen, deren Charakteristik 
sehr groB gegen die eines Kabels oder einer Freileitung ist. Es folgt 
dann, dafi jede auf die Wicklung treffende Schaltwelle mit nahezu 
doppelter Hohe in die Wicklung einzieht. 

Die Hohe der eintreffenden Welle hangt von der Art des Vor- 
ganges ab und braucht an sich nicht gefahrlich zu sein. 

Beim betriebsmaBigen Einschalten, z. B. einer zweipoligen Leitung 
mit der Betriebsspannung p, wandert auf jeder Zuleitung eine Welle 
von der halben. Amplitude +1 gegen Erde, so daB beim Eintreffen 
an der Spule die Isolation gegen Erde nur mit der betriebsmaBigen 
Amplitude beansprucht wird. Die beiden Wellen entgegengesetzten 
Vorzeichens treffen sich in der Mitte der Spule und heben sich dort 
auf, der Mittelpunkt behalt dauernd die Spannung Null. Anders 
beim einpoligen Einschalten, hier wird, wie bei der Leitung II im 
Beispiel, die Spannung am isolierten Ende nochmals auf den doppelten 
Wert reflcktiert, hier auf die doppelte Amplitude. Ist ein Pol der 
Zuleitung geerdet, so erhalt die andere die voile Betriebsspannung 
gegen Erde, die beim Auftreffen auf die Wicklung verdoppelt wird. 
Auch bei Riickziindungen beim Abschalten eines Kabels (s. S. 291) 
orfolgt bei der Neuziindung ein Einschalten mit doppelter betriebs- 
miiBiger Amplitude, bei noch hoheren Spannungen ziindet der 
intermittierende ErdschluBlichtbogen. 

Die Isolation gegen Erde wird daher stets fiir die doppelte 
Betriebsspannung bemessen. 

Am gefahrlichsten fiir die Wicklung ist das Eindringen der 
steilen Wellenstirn, d. h. der Spannungssprung. Er entsteht bei 
der Einleitung eines Schaltvorganges durch einen Schaltfunken und 
bedeutet fiir die Wicklung, daB benachbarte Windungen zeitweise 
die voile Spannung der Welle gegeneinander annehmen. Sie iiber- 
steigt die betriebsmaBige Beanspruchung um ein Vielfaches und erklart 
die haufig zu beobachtenden tJberschlage zwischen den Windungen. 

Da die Wellen beim Fortschreiten gedampft werden, sind die 
ersten Windungen am meisten gefahrdet und sind besonders stark 
gegeneinander zu isolieren. 

Die Hohe der Schaltwelle bedingt die Hohe der Windungs- 
beanspruchung. Beim einpoligen Schalten war die Spannung am 
isoHerten Ende der Wicklung ~ 2 ist der zweite Schalter dabei 
nur noch so weit geoffnet, daB der Funke uberspringen kann, so 

21 *. 
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beginnt, da er die Spannung — gegen Erde hat, ein Schaltvorgang 
mit 2,5facher Amplitude, Beim ungleichzeitigen Schalten, wie es 
beim Schalten mit Trennmessern vorkommt, werden in der Tat 
Windungsdurchschlage am zuletzt eingeschalteten Ende haufig be- 
obachtet; solches Schalten ist grundsatzlich zu vermeiden. 

2. D er Schalter liegt an der Verbindungsstelle zweierLei- 
tungen. Leitung I steht unter Spannung, wenn z. Z. i = 0 der Schalter 
geschlossen wird, Leitung II ist noch spannungslos. Zu Anfang ist daher 
auf Leitung I = P, ^ = 0, 

auf Leitung II = 

Im Endzustand ist fiir beide Leitungen p^ = P^ i^ = 0. 

Daher werden die Wellen z. Z. ^ = 0 

fill (*) fiJ 2 2 

Oder mit der friiheren Bezeichnung fiir die Ubergangsstelle x — lj 

(Pj=g, =0 

(Pfl= Qjj== 2 

Nach dem Beflexionsgesetz Gl. 422 ist dann unmittelbar nach 
dem Einschalten, da (p^=0 ist, 

Qj==q<Pj + {l~q)Qjj= — lP{l~q), 

•Pw = (1 + S') 9^7 — ? e//= +1-P? • 

In die Leitung II wandert also die resultierende Welle 

'Pn=Pe''{~PfIl=^ + 9^//+^/7 = i-P(l(423) 

In der Leitung I iiberlagert sich iiber die Spannung P eine 
„rucklaufige Schaltwelle 

e,= -|P(l-g)=-P-^-- . . . (424) 

Der Strom ist 

y;/—g// P 

1st Z^^>Z^,.also z. B. wenn die zuzuschaltende Leitung II 
eine Freileitung, I ein Kabel ist, so ist die resultierende in Lei¬ 
tung II einziehende Welle etwas kleiner als P, die riicklaufige 
Schaltwelle Qj. ist klein. Im Grenzfall, wenn Zj als sehr klein gegen 
Zjj vernachlassigt und q^l gesetzt werden kann, ist Pjj^P 
und 

Ist dagegen Zj'^Z^j, also wenn die zuzuschaltende Leitung II 
ein Kabel, die eingeschaltete I eine Freileitung ist, so ist die in 
das Kabel einziehende Welle Pj^ klein (im Grenzfall, —1, 
die riicklaufige Schaltwelle ist dagegen groB (im Grenzfall 
gleich —P). Hier bringt das Kabel, das einen groBen Ladestrom 
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aufnimmt, die Spannung am Ende der Freileitung, die nur geringe 
Kapazitat besitzt, zum Abfall. Die beiden Falle sind in Fig. 220 
dargestellt. 

Auch dieses Beispiel gestattet einige wicbtige SchluBfolgerungen, 
auf die Riidenberg^) und Linke^) bingewiesen baben. 

Denken wir uns Leitung I ersetzt durcb einen Stromerzeuger, 
so liegt der zweite Pall vor, daB Zj^Zjj ist. Da die Spannung 
des Generators im stationaren Zustand vom Spannungsmittelpunkt 

1 Generator ^ 

hnrmrrir 

Freileffung Kabd 



Fig. 220. Fig. 221. 


an Itogs der Wicklung ansteigt, kann der Anfangszustand etwa durcb 
die scbrage Gerade Fig. 221 dargestellt werden. P ist die Spannung 
des Endes der Wicklung gegen den Mittelpunkt, bei einem Einpbasen- 
generator die balbe Betriebsspannung, bei einem Dreipbasengenerator 
die Pbasenspannung (Sternspannung). 

Durcb das Eindringen der riicklaufigen Scbaltwelle sinkt die 
Spannung an den Generatorklemmen nabezu auf Null und es wandert 
ein Spannungssprung in die Wicklung, dessen Hobe fast gleicb P 
ist, wobei die Isolation von Windung zu Windung stark be- 
ansprucbt wird. 

Nocb ungiinstiger Hegt der Fall, wenn zwiscben dem Generator 
und Scbalter ein Stuck Freileitung liegt. Wird durcb den Scbalter 
ein Kabel angeschlossen, so wandert zunacbst die riicklaufige Scbalt¬ 
welle vom Scbalter in die Freileitung. Gelangt sie an den Generator, 
so wird der Spannungsspiung durcb Reflexion nabezu verdoppelt, so 
daB die Isolation der ersten Windungen entsprecbend bober be- 
ansprucbt wird. 

Die beim Einscbalten von Kabeln, besonders binter einem Stuck 
Freileitung, beobacbteten Windungsiiberscblage an Generatoren sind 
bierdurcb zu erklaren, und werden durcb Scbalter mit Widerstands- 
stufe verbiitet. 


KabeJ Fr&leituncf 



Elektrotechnik und MaBobinenbau 1912, Heft 8. 
Archiv f. Elektrotechnik Bd. I, 1912, Heft 4. 
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Die Botrachtung zeigt auch, daB iiian bed UntorBuchung doa 
Einscdiaitvorganges auf derLeituiig die Ruekvvirkmig auf den (lenerator 
iiiciht ohne weiteres vemachliLsHigen darf. Bei de^n ediifacduni liedapiedon 
S. 29() batten wir daher horvorgehoben, daB die* Strnnu|ueUe n\it 
groBer KapazitiLt versehen zu donken iat. 

liline weitore Folgo iat, daB die umgektdirte Reilienfnlge: Frei- 
leitung—Kabel—Generator (oder Tranafonnator) einen Windunga- 
achutz fur die Wioklung ergibt, weil von jinler ana <lf*r Fn^ileitung 
kominendon Wanderwelle nur ein Bnuditeil in ciaa Kabcd einziedit 
(a. Fig. 220). Die Einachaltung ein(*a Kabelatu<‘kc‘a zwiaclien Freb 
leitung und Maaohinenwicklurig iat eiiu* hilufig gedroiTena MaBnabme 
auch bei Hocdispamiungsmotoren. Daa Kabcdatdek noil zwiatdien 
Scihalter und Maacihino liegen. 

Bei der vollatandigen V(*rfolgung dc‘H Vorgiuiga wlireii die wiedi'r- 
holten Roflexioneii an alien C^bargangHattdlen und laditungat'ndan zu 
beruckaichtigon. Von Intarease aiud nudat die Flilb\ bei denen die 
Diimpfung wahrend der Laufzait iibcu* (dn LeitungaHtiiek goring iat. 

alao vvenn die* I^iitige tdnt*H HtiiekoK kurz gogen 
, die anderen iat. 

lliillliiH ruljJ ..... r/ • I *1 r ‘i V * 

Zff Zm d, Zwiacfieti zwoi langeui Leitungen itegi 

Fig. 222. kurzea Ledtungaatiick (Fig, 2221 dif* Gha- 

rakterisiiken aeion 

Fine Wanderwelle mit der Hpanntmg F gtdaiigt. mm Leitung I 
kornrnend z. Z. t--(} an die Obergangaatelle u zur Ledtuing II. Bei 
der Reflcxionafaktor einer Welle, die von I niudi 11 liiuffc, ao 
tritt z. Z. t:—~o in Leitung II oitje Teilwelle I*it I q^p fiber, 

wahrend in Leitung I zuruekliluft. Die Welle P| 1 j qj 

golangt z. Z. mwh der L^bergangastelle h ztir Lidtuing IIL 

Der Reflexionafaktor bedrn (n)ergang von Leitung 11 auf HI sei 

rp, und ea tritt nun F {\ . \ q^J naeh Udtung HI iiber, 

wahrend po//~P(l ( qjq^^ auf Leitung H zuriiekliuift und z. Z. 

naeh a gelangt. Fiir dieae in uingekidirter Ekditung wandernde 
Welle iat der Reflexionafaktor der Durehgangafaktor (I 

Eh folgen nun zu Zeiten, die ungeriwle Vielfiieho von Bind, Re- 
Hoxionen am Punkt b, bei geraden Vielfacdien von am Runkt «. 
Iat L(dtung H kurz gegen I und HI, «o erfolgt oiiie grolle Anzahl 
Redexionen, (die*diena<‘B den Leltimgen 1 und III ubertretenden Wellen 
an derc‘n Enden zuriickgeworfen aerden, Man erhiilt lad Fortlaaaung 
dea gemcdnajimen Faktora P folgendei Ridlexion«i4chenia*). 


0 «. Feteraeu, Areh. f. KL Bd, L liogowaki, Anh. f. Kl. 

Hd. IV, 8. 204. Wagner, ETZ 1910, Heft 22, 
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csi 

Von Punkt a wandert 

Von Punkt h wandert 

N 

iiach Leitung I 

nacb Leitung II 

nach Leitung II 

nacb Leitung III 

0 


l+?« 



2t., 

(1 -f-Q'fl) (1 — 9.a)<lb 



(i+^a)(l 4" S'*) 

3 

(1 + ?«) (1 — ?«) (— ?») ; (1 + (— 

(!+?«)«/(—?<.) 

(1 “h Sa) (1 "T" S'*) S'* (— S^a) 

6 

(1 +gg)(l — (— 

(1+?«)?»“(—3«)" 

(1 + S'a) (1 + S*) S'*^ (-S'a)^ 




(1+?«)?«*'(—?.)* 

(1+^a) (1+^*)S'*^(-”S'«)® 


Tragt man fiir einen bestimmten Zeitpunkt alle bis dahin ent- 
standenen Teilwellen auf, so erbalt man das Bild der raumlichen 
Spannungsverteilung. Als einfacbes Zahlenbeispiel sei angenommen, 
daBZ^ = Z^^^ sei and kleiner, etwa 10:1:10. Hier- 

fiir wird 


.9 

Fig. 223 zeigt rechts die in Leitnng III eindringende treppen- 
formig abgestufte Welle, links 
die liber die ankommende 
Welle P iiberlagerte, ent- 
sprechend abgestufte, riick- 
wandernde Welle. Die Kobe 
der erstcn Stufe des in III 
wandernden Wellenkopfes ist 
^(1+0 (l+g,) = 0,33P, 
die folgenden Stufen folgen Fig. 223. 

entsprechend dem Schema 

einer geometrischen Reihe. Setzen wir zur Abkiirzung (g^) (— — 

so wird die Kobe des Kopfes bei der n*®^ Stufe 

= P(1+0(1+3J4E|". 



Die Breite jeder Stufe entspricht dem Fortschreiten in der 
Zeit und ist auf Leitung III: 


^III — ^ in' 


■^hi-~- 


Fiir eine beliebig lange auf I ankommende Welle wird der 
Grenzwert der Kobe des in III einziehenden Wellenkopfes, da in 
Gl. 425 fiir groBe Werte n Q’‘ gegen 1 verschwindet, 

p (I ~l~ gg) ~i~ 9 i) __ . . . (426) 

l+gggs + 

das ist der Wert, mit dem eine auf I ankommende Welle direkt 
nacb III iibertreten wiirde. Ist die ankommende Welle hinreicbend 
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lang, so wird die Hohe der ubertretenden Welle durch die Zwischen- 
leitung II (abgesehen von der Dampfung) gar nicht beeinfluBt. Sie 
bewirkt nur eine Verbreiterung des Wellenkopfes und eine stufen- 
weise Ladung der Leitung III. 1st III eine Maschinenwicklung, 
so wird die iibertretende Welle im Grenzfall hoher als die 
ankommende, und kann schon nach wenigen Stufen die urspriing- 
liche Hohe erreichen. Der durch die. Verminderung der ersten 
Spannnngsstufe erzielte Windungsschutz wird daher illusorisch, wenn 
die Verbreiterung des Wellenkopfes bei Erreichung der vollen Span- 
nung kleiner ist als die Lange einer ganzen Spule der zu schiitzen- 
den Wicklung. Die (reduzierte) Lange des schiitzenden Zwischen- 
stiickes muB daher der Spulenlange der zu schiitzenden Wicklung 
angepaBt sein. 

Da der Grenzwert der iibertretenden Welle nach (426) unab- 
h^gig von Z^j ist, gelten diese Erwagungen auch, wenn Z^^ groBer 
als Zj und Z^j^ ist. Betrachtet man eine Schutzdrosselspule mit sehr 
kleiner Erdkapazitat als Leitung von sehr hoher Charakteristik, so 
folgt, daB ihre Lange ebenfalls der Lange einer ganzen Spule einer 
zu schiitzenden Transformatorwicklung angepaBt sein muB. Der 
mangelnde Schutzwert kleiner Drosselspulen ist bekannt. 

Ist die Lange der auf I ankommenden Welle begrenzt (1^)^ so 
steigt der in III iibertretende abgestufte Wellenkopf nach einer 
Anzahl (m) Stufen nicht mehr, wenn mxjxx = lQ ist, es schlieBt sich 
ein entsprechend abgestufter Wellenschweif an. Nur in diesem Falle 
wird, auch abgesehen von der Dampfung, die Hohe der Welle ver- 
ringert. 

Fiir die in Leitung I wandernde Welle erhalt man aus dem 
Refiexionsschema die Hohe bei der Stufe, wenn wieder abgekiirzt 
9.h{—ia) = Q, gesetzt wird. 


^[9a + (l + ?a) (1 -26 {1 + C + • • • 


= P 

[2a + (l+2j(l 9a) 9t i_ ~Q J 

>• 


Diese Welle iiberlagert sich iiber die einfallende. Je nachdem 
negativ oder positiv ist, d. h. entsteht eine Senkung oder 

eine Erhohung der einziehenden Welle. 

Piir groBe Werte w verschwindet in (427) rechts wieder Q''~^ 
gegen 1 und der Grenzwert der Hohe der reflektierten Welle ist 


9a- 


(1 4~g a)(l - 9a) 9l 


l+ffaffl, 


..p^m 


^. + ■2/. 


. (428) 


das ist der Wert der von Leitung III direkt nach I zuriickgeworfenen 
Welle. 

Liegt an einem der Ubergangspunkte in Pig. 221 ein Schalter, 
z. B. in h, wobei I und II vor dem SchlieBen des Schalters auf die 
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Spannung P geladen waren, so laBt sich fiir die wiederholten Re- 
flexionen an a und b das analoge Schema aufstellen. Hier lauft 
nach dem SchlieBen des Schalters zunachst von b nach Gl. 423 und 
424 Seite 324 nach Leitung HI eine Ladewelle und in 

Leitung II eine Entladewelle \P {q-^ — 1), von dieser wird in a auf 
Leitung II reflektiert {q^ —1)(—g'J, wahrend m^ch I durchtritt 

\P{% — 1) (1 — S'J erhalt als Grenzwert der Hohe fiir die 

2^ 

riieklaufige Schaltwelle nach I wieder den Wert — P -=——, der 


Fig. 224. 


Zr+Z,n 

bei direkter Reflexion von III nach I auftreten wiirde. 

4. Durch wiederholte Reflexionen an Leitungen verschiedener 
Charakteristik konnen, wie Petersen^) gezeigt hat, bei richtiger Ab- 

stimmung Resonanzschwingungen ' Zj a, _ ^ 

erregt werden. Eine Leitung I 
Fig. 224 werde am Leitungsanfang 
eingeschaltet, an ihr Ende schlieBt 
sich eine Leitung II an. Die resultierende Ladewelle von der Span¬ 
nung P gelange z. Z. ^ = 0 an die Ubergangsstelle a. Von hier tritt 
nach Leitung II eine Welle = P(1-|-g) iiber, nach I wird 
Pei(^ci-)—Pq reflektiert. gelangt z. Z. — an das offene 

Ende von Leitung II und wird mit gleichem Vorzeichen reflektiert, 
so daB auf II sich eine nach a zuriickwandernde Welle 
iiberlagert. In derselben Zeit ist auf Leitung I nach dem 

Anfang gewandert und wird, da dort die Spannung konstant ist, mit 
umgekehrtem Vorzeichen reflektiert. Sind die Laufzeiten fiir beide 
Leitungen, d. h. die reduzierten Langen, gleich, so trifft die am An¬ 
fang von I reflektierte Welle = — Pq mit der am 

Ende von II reflektierten gleichzeitig in a ein. Die nun ent- 

stehenden Wellen Pjj^i^ Peru) herechnen sich nach den Gl. 422 
S. 321 und das Spiel wiederholt sich jeweils nach der Zeit 2t^. 
Die aufeinanderfolgenden Werte der von der Ubergangsstelle aus- 
gehenden Wellen Pej(n) konnten durch Potenzen von q 

ausgedriickt werden; fiir die Auswertung einfacher ist folgender Weg. 

Nach n Hin- und Herlaufen wird nach GL 422 

VQlin) ~ 9.Piin-l)~\~^ P^irin-1) 

Hierin ist wegen der Reflexion an den Leitungsenden 

Pe2(,n-1) Pen(n~l)~ Pir(n-~1) 

Pej(n) ~ ^Pej(n-1) 4 ” Pll{n~l) \ 

-{^ + ^)Pex(n-i) I 


}■ 


Pn(n) 9P/I(n-1)' 


(429) 


(429 a) 


>) Arch. f. EL, Bd. I, S. 288. 
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Die Losung dieser linearen Differenzengleichungen ist 

Tinn) = Be^-«, . . . (430) 

worin A, B und cc zu bestimmende Konsfcanten sind. Setzt man (430) 
in (429a) ein und dividiert durch so wird 

^[cos<i;-f-ysina-j- 2 '] = (l — g')£ | 

£ [cos «-f-y sin «-j- 3 ’] = — (1 4-§■) ^ J 

Durch Division der beiden Gleichungen wird zunachst 

.(432) 

und damit in (431) 


cosa: 


-9 .(433) 

Dieser Bedingung geniigen zwei Werte +«, daher hat die 
Losung (430) zwei Glieder. Mit Rucksicht auf (432) wird 

Pe7(„) = A 6 ''“" + A 

~Ai ~t~A) (A — A) ^ ^ 

P//(n) = A “" + A 


\~q^ (AAA)^^^^^AjiA — •42)cosw«] 
Nun ist fiir n = 0 

'Pe 7 ( 0 ) ^ Q. = “ 1 “ 

Piim = -^(1 + ?) =JiA — A) l/^ 

r 1 — q 

und hiermit endlich 

p [g cos w «-f y sin n a\ 

(l + y) cos w a — g "j/i-lh 


(434) 


Pn{n) 


=p 


- sin ^ O' 


(435) 


worin a durch Gl. 433 bestimmt ist 

am Prif/f ^ zeithchen Verlauf der Spannungen 

m Ende der zweiten Leitung ohne Berucksichtigung der Dampfung 
ur zwer FaUe Bei 225a ist Leitung I ein Kabef, II FreL 
leitung, bei 225b ist es umgekehrt. Dabei ist 

J*— -r^. _ _ 

1 : 10 , cosa = --g. = _ 0,818 «rv- 145 ® 


fUr Fig. 225a Z^-.Z,^ 


225b 


A--Ar 


10:1 


cos a : 


-f-0,818 cc^- 35® 
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Db Spannungssprunge folgen sieh in Abstanden der doppelten 
l^aufzeit ( 2 (J uber eine Leitungslange, sie ergeben periodische Schwin- 
gungen entsprechend der pe- 4 , 

riodischen Wiederkehr der 3 

Fuaktionen in GL 435. Durch ^ 

die Dampfung werden sie all- ^ 

mahlich verkleinert und 
schmiegen sich dem Endwert 
P immer mehr an. 

Am grdBten werden die 
Resonanzschwingungen am 2 

Ende der kurzen Freileitung, ^ 

die an ein Kabel anschlieBt ^ 

(2 2 5 a) 5 aber auch bei dem Fig. 225 b. 

Kabel steigen sie auf den dop¬ 
pelten Wert der Einschaltspannung, obwohl der erste LadestoB nur 
klein ist. 



i)5. Widerstand, Induktivitat und Kapazitat an der tFber- 
gangsstelle von zwei Leitungen. 

1. Widerstand zwischen zwei Leitungen. 

Sind zunachst wie friiher 9 ?^, die Momentanwerte 

der Wellen auf den Leitungen I und II an der Ubergangsstelle, so 
ist fur die freien Schwingungen an dieser Stelle 




Aus diesen Gleichungen folgt 
9^/ Qt _ 


Betrachtet man wieder (p^ und als gegeben, so wird 


+ + + 


■ + -^0 


\ (436) 


■2’, -i- Zr, A- Rn 


—?/) 1 . . . . (437) 

9’77 = — +?//) J 


z;+z^,+R 


0 

0 


„ _ -^0 

"T ^0 


. ( 438 ) 


worm 
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Der Reflexionsfaktor von Leitung I nach II ergibt sich aus 
dem ohne Widerstand (s. Gl. 421a und b), wenn statt Z^j die Summe 
Zjj -j- Bq gesetzt wird, und — von Leitung II nach I, wenn 
Zj -|- Rq statt Zj gesetzt wird. Der Widerstand wirkt bei der Re¬ 
flexion an jeder Leitung so, als ob die Charakte- 
ristik der folgenden Leitung um vergrdBert 
ware. 

Schalter mit Widerstandsstufe. Lei¬ 
tung I hat die Spannung P, Leitung II wird 
Fig. 226. iiber den Widerstand eingeschaltet. Wie auf 
S. 324 wird 9 ^= 0 , = — \P• 

Die in Leitung II einziehende Spannungswelle ist 

Pu = P + <Pn + Q„ = ^P{l+q,)=P ( 439 ) 

die in I zurucklaufende Schaltwelle 





der Strom ist 




■ 9 r) = -P 






(440) 


Vi~Q,._ Vn—Q,r _ _ P 

^11 ■^/ + ^//+Po 

Gegenuber den GI. 423 und 424 zeigt sich die Verkleinerung 
der Sehaltwellen durch die Widerstandsstufe. Nur ist darauf zu 
achten, dafi beim KurzschlieBen des Widerstandes nicht groBere 
Sehaltwellen entstehen. 

Ist z. B. die Leitung II offen, ihr Ladestrom, so wird bei 
der zweiten Schaltstufe die Spannung auf Leitung II ge- 

schaltet. Dabei wird die riicklaufige Schaltwelle nach Gl. 423 S 324 

Zj 

gleich der zuerst auftretenden (Gl. 440) 

sein, so wird 

p___r » 

woraus R^ berechnet werden kann^). 

Trifft eine resultierende Wanderwelle von der Hohe 'p , aus 
Leitung I kommend, auf den Widerstand, so erhalt man die reflek- 
tierte und die ubertretende 'p,j, wenn in Gl. 436 gesetzt 




--v. 


Vn =?’.(!+ 2 J = 


—it, 

Zj^Zjj^Rjj 

2 Z, 




'Z.. 


‘i'pj 


+ Po 


*) s. Rudenberg, Elektrot. u. Maschinenbau 1912, Heft 8. 
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Die iibertretende und die reflektierte Spannung werden gleich 
groB, vfQim Rq===Z^-\-Zjj ist. Fiir diesen Wert wird die im Wider- 
stand vernichtete Leistung ein Maximum. 

2 . Eine Induktivitat Lq in Reihe mit zwei Leitungen. 

Da die Induktivitat ihre magnetiscke Energie nicht plotzlich 
andern kann, verhindert sie den sprungweisen Dbertritt einer Welle 
von einer Leitung zur anderen^). Sie ist der Grenzfall eines Zwi- 
scbenstiickes (s. S. 326) von der Lange 0 und mit Z = co. Wir unter- 
suchen den Ubergang einer auf Leitung I ankommenden Welle pj. 
Es ist 




Zr 


Pi-{~PeX 
Eliminiert man so wird 




Zjj dt 


— 2 p 

dt ' 


/i4 I fii r 


Ist pj konstant (Rechteckwelle), so ist die Losung 

‘2.Z, 

Vir 


Da fiir t = 0, i = 


= 0 und Pjj- 


■ke T. t- 


■ 0 ist, wird mit 


-f<) 


2z + -Z. 


(441) 


Der Strom i und die reflektierte Spannung sind 


.Pu 

Z„ 




( 1 - 


Pei=Pj—iZj^p^ 


-e-^O 

2Z, 


Z,+Z^ 




11 


(442) 

(443) 


Nach einer Zeit ty in der p^i um —x 
Pjj um Xjj—Vjjt in Leitung II gewandert 
raumlicbe Bild Fig. 227. Der Dbertritt nach 
Leitung II erfolgt allmahlich nach einer Ex- 
ponentialkurve, sie ist der Grenzfall des nach 
einer geometrischen Reihe abgestuften Wellen- 
kopfes in Fig. 223. Die nach I zuriickgewor- 
fene Welle beginnt mit einem Spannungssprung 
in voUer Hohe, der sich iiber die einfallende 
Spannung lagert. 


j=:Vjt in Leitung I, 
ist, ergibt sich das 



Fig. 227. 


Das groBte Spannungsgefalle in der Leitung II liegt bei t = 0. 


dx dt dx Vjj dt Lq 


s. Pfiffner, Elektrot. u. Maschinenbau 1912 Hftft 47 
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z 

Fur « = 0 ist, da-^ = X,, die Induktivitat der Leifcung pro 
km ist, 

- • • (444) 

dx ^ Lq 

Eine Energieabsorption findet in der Drosselspule nicht statt; 
die von der ankommenden Welle mitgefiihrte Leistxing tritt zuni 
Teil auf Leitung II uber, zum Teil wird sie nach Leitung I reflek- 
tiert, ein weiterer Teil dient zur Ladung des magnetischen Feldes 
der Drosselspule. Nach dem Ablauf der Welle entladet sich die 
Drosselspule in die beiden Leitungen. Die Energie wird nur durch 
die Verluste verzehrt. 

Eine gewisse Energieabsorption kann durch tjberbriickung der 
Drosselspule durch einen Widerstand Bq erzielt werden; er soil den 
stationaren Strom nicht wesentlich beeinflussen, sondern hauptsach- 
lich die freien Schwingungen hindurchlassen. Eiir die Teilstrome 
und ist bei Parallelschaltung 

Eine Welle auf Leitung I treffe zur Zeit ^=0 ein. Hier ist 

*_ Pi _ Pff . j . _. I Lq dijj 

2 , " 2 ,, = +4 a, ■ 

Durch Elimination von und wird 

4 -. :?Q _^ ^7 _ 

dt Lfj Zj~\-ZL q -j-Z^ 

ir ==z ---j— h Q~ C t 

worin 

^ . 

Da fiir ]{= 0 Il — O ist, wird 

.(44(i) 

• _ ^0 diL 2pj 

^ Ro dt~R^^Z;+z;/ ' .( 447 ) 

(448) 

Pei=P-Vu^~ =P: - (1 - 6-^0 - ._ 

Zr, Z,-^zp > R.^z^^zj 

(449) 
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Fur i = 0 wird 






Pei=Pi 




^ > X . XX ^ 

Im ersten Augenblick wirkt nur der Widerstand, Pjj und 
sind ebenso groB, wie wenn der Widerstand allein vorhanden ware. 
Die im Widerstand verzehrte Leistung ist 




Bn 




I {RQ~{-Z^-\-Zjjf 

Sie ist im ersten Augenblick am groBten und hat ein Maximum 
fiir Rq = Zj~\-Zjj, Mit diesem Wert wiirden aber fiir t = 0 die 
ubertretende und die reflektierte Spannung noch halb so groB wie 
beim direkten Ubertritt von Leitung I auf II. 

t)ber die mogliche Energieverzehrung gibt folgende Rechnung 
ein Bild. Die eintreffende Welle habe eine Lange I km; ihre Wan- 
dergeschwindigkeit ist km/sek”^, die Dauer ihres Auftreffens 
I 


■ sek, und die gesamte Energie 


vlL 

Z, 


Wattsekunden. 


Im Widerstand wird wahrend des Eintreffens der Welle ver- 
nichtet 

h ^ T 

2p/Lq 


A'fi “ J* iuBo 


dt- 


'-{Ro + Z,-fZ,}{Z, + Z,,) 


(1 




0 - 


Nach dem Ablauf der Welle entladet sich die Drosselspule von 
ihrem Anfangsstrom (entsprechend 61. 446 fiir i=fj in den Wider¬ 
stand und die Leitungen. Die hierbei im Widerstand verzehrte 

Energie ist 

Vernachlassigt man I 5 so ist angenahert 

“ 4 “ __ 4J70 Zj _^_“y/ 

Ist Z.B. Z~Z,,, R^ = Z, + Z^,, so wird der Ausdruck 

Fur eine Freileitung ist 3 • lO® km/sek-\ 60a Fur L, = 10^ 
jjenrv Z = lkm wird das Absorptionsverhaltnis 2o Die Wu-k- 

samkelt ist also nicht sehr groB und nimmt ab wenn zur VerMeine- 
rung des iibertretenden SpannungsstoBes Bg groBer gewa wir 
hier angenommen. 

3. Ein Kondensator parallel zu den Leitungen. 

Ein Kondensator gestattet keine sprungweise Andemng seiner 
Spannung und verbindert ebenfalls den Ubertritt ernes Spannungs- 
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sprunges. Er ist der Grenzfall eines unendlich kurzen Zwischen- 
stuckes mit Z = 0. 

1st wiederp, die auf Leitung I ankommende Spannung, p^r 
reflektierte, p„ die iibertretende, so ist (s. Fig. 228) 


fiir die Strome gilt 


Pi-^-Pei — Pu’ 


Pj—Per_Pii 


Zr 


r^+Oo 


dp II 

dt 


Eliminiert man 2?^^, so wird 

dpjt I ^ _ ^Pi 

dt ^^"C,Z,Z„ c,z/ 

• 

^ GoZiZri . 


. (450) 

• (451) 


'Pqi 'Pii 




An 




Fig. 228. 


Fig. 228 zeigt die entstehenden 
Spannnngen. In Leitung II tritt der, 
wie bei einer Drosselspule, abgeflachte 
WeUenkopf p^j iiber, in Leitung I wan- 
dert der voile Spannungssprung, jedoch 
mit umgekebrtem Vorzeichen, zuriick. 

Das groBte Spannungsgefalle in 


Leitung II ist am WeUenkopf 


^Cmax)= 


--= Gji ist die Kapazitat pro km der Leitung II, daher 


{max) — 2 
OX 


Vi 


Z,0, 


(453) 


Der Vergleich mit dem Spannungsgefalle hinter einer Drossel¬ 
spule (Gl. 444) zeigt, daB Kondensator und Drosselspule gleiohwertig 
sind, wenn die Beziehung besteht 



Fiir ^^=^7^=600 entsprache einem Kondensator von 0,01 Mfd 
= lO”® Farad in bezug auf das Spannungsgefalle eine Drosselspule 
von 3,6 Millihenry. 
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Auch der Kondensator verzehrt keine Energie, er wird von der 
einfallenden Welle geladen und gibt die Ladung nach dem Ablauf 
der Welle an die Leitungen zuriick. Wiirde man zur Erzielung 
einer Energieabsorption einen Widerstand in Eeihe zum Kondensator 
schalten, so wird im ersten Augenblick ein Teil der Spannung auf 
den Widerstand und auf die zweite Leitung fallen (weil der Kon¬ 
densator sick im ersten Augenblick wie ein KurzscMuB verhalt), der 
andere Teil wird reflektiert. Der allmahliche Ubertritt der Span- 
nung gekt verloren, die Reflexion auf die erste Leitung wird ge- 
mildert. 


4. Kombination von Induktivitat, Kapazitat und 
Widerstand. 


Die Aufgabe, sowohl einen stoBfreien Ubertritt der Spannung 
in die zweite Leitung als aucb eine allmakliche Reflexion in die 
erste Leitung zu erreichen, kann^) durch Vereinigung von Wider¬ 
stand mit einer Drosselspule und einem Kondensator gelost werden, 
s. Fig. 229a und b. 

Die auf Leitung I ankommende Welle babe die Hohe pj, Fiir 
die Schaltung 229a mit Widerstand in Reihe zum Kondensator ist 




dt 






ill 

'Zn' 


Vi+Vei^'Pc 




Pr 


Zj 


Pei_r I P" 
■“^0 dt 


(454) 


Fiir ^=0 ist ^^ = 0 und da die Drosselspule den 

Eintritt in die zweite Leitung verhindert, daher wird fiir den ersten 


Augenblick 




dt 


Pi — Vei_n 

z, ~ 0 dr 

und es wird = wenn Rq = Zj ist. 

Analog haben wir bei der zweiten Schaltung (Fig. 229b) fiir eine 
auf Leitung I ankommende Welle pj 

j _ Y dijj j 


yi— Vej 

Zr 


h + = h + 


Lq dii 
~Rq dt 


Nach Riidenberg, ETZ 1913, S. 571. 
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Fiir t — 0 ist Pc = Pji~0, und *£ = 0, daher 

' + = 


a) 


b) 


-5— 


diL 

u 


Pi—P ei_ 


Zr 


Zi 


Rq dt ’ 


■c. 


dt dt 


daher wenn R^—Zj ist. 

Der Vorgang laJSt sich nun wie folgt 
untersuchen, z. B. fiir Schaltung 229 a. 

Aus GL 454 ergibt sich nach geordnet 

^// I__I_ ^0^1 _ I H" ^/ i _ 

■Lo ^0 (^0 + (^0 +^/}J (R, + Z,) 

2 Ti^ii f 2 dpj 1 


Fig. 229 a und b. 
Z 


'OoLoiRo+^ir dt 


Setzen wir gleich den Wert R^=Zj ein und betrachten eine 

B 

^^Po ^ dPc 


Welle konstanter Hohe pj, fiir die = 0 ist, so wird 

CL V 


Zj 


dt^ ' dt Lig 
deren Losung ist 


2L,^2C^Z,. 


Z 


+ P, 


Zi + Z„ 

2c,L,z; 


--V. 


z 


n 


^hG,z; 




worm 


71,2 = 


^ii I 


L^^2L^2C,Z,\ 


±V^I 


_L 




^I + Zj j 

2L^C,Z/ 


Sind die Wurzeln reeU, so ist die Ladung aperiodisch, sind sie 
imaginar, so ist sie oszillierend. 

Im e^n P.U eihalfen rtp lolgende Bestimnime der Kon- 

™T,,T <-0 iet p=0, und infelg. der gewMten Srdde 
on je^ auch pg^=o. Die erste Bedingung liefert 

+ *2 = — 2 Pj — 




Die zweite ergibt, da naeh der ersten der beiden Gl. 454 
Pei = ~Pj+p,-^R^O^^ 

^"^~^i+^oZA7iK+y2K)- 
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Mithin 


K-. 


Pi 




71 — 72 

Pr 


1 I ^7iZ ji' 

Z,+ Z„. 


^ _|_ ^ 7 2 ^1I_ 

y.-y.lC.Z.-^Z. + z;,. 


Bei oszillierendem Ubergang kann man setzen 


1/: 


J__|_ ^ 

.L,^2L,'^2C;Z,I 


1 




2L,C,Z, ilL, ' 2L, ' 2G^Z, 

Pc == 2 ^ sin (^ < + ^) e - “ ‘. 

Hierin wird, da fiir ^ = 0 ^^, = 0^ 

Z 

A&md = — 2'Pj-=-^- 

dPc 






und ferner fiir t — 0 

— «-4 sin <5 ^ cos <5 = 

A cos d = 


GqZj 




z. 


daher ist 


Vi \ ^ a ^ Si Vi 


A — '^ (A cos bf -)- {A sin by und <5 == arctg 
bestimmt. 


A sin b 
A cosb 








Pig. 230. 


Lo 

Fig. 231, 


In Fig. 230 ist der Verlauf der Spannungen fiir Zj=Zjj. = Rq 
= 500 Ohm, (7 q = 0,01 juF=10~^ F., L = 10-^ Henry aufgetragen 
Der Vorgang ist dabei aperiodisch. 

Damit eine derartige Vorrichtung auch gegeniiber Wellen wirkt, 
die von der zweiten Leitung kommen, ist sie sinngemaB symmetrisch 
anzuordnen, wie z. B. Fig. 231 zeigt. Jeder Widerstand soli gleich 
der Charakteristik der ihm benachbarten Leitung sein. 
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96. Verzerrte Wellen. 

Die bisher verwendete Darstellung der freien Schwingungen durch 
unverzerrt fortschreitende Wellen reicht zur Erklarung der meisten 
bei Starkstromleitungen interessierenden Erscheinungen aus. Denn 
hier bieten die freien Schwingungen nur so lange Interesse, als sie 
durch die Dampfung nur wenig abgeschwacht sind, d. h. bei ver- 
haltnismaBig kurzen Leitungen, wo dann auch die Verzerrung der 
Wellen keine wesentliche Rolle spielt. 

Wo die Verzerrung von Bedeutung ist, wie bei langen Leitungen 
zur Nachrichtenubermittlung, lassen sich die Vorgange durch eine 
Reihe von Sinuswellen darstellen, 

Ohne auf die vollstandige Behandlung einzugehen, soli dies an 
einigen ganz einfachen Beispielen erlautert werden. 


l.’Leitung mit Widerstand und Kapazitat. 


Nach W. Thomson hann man bei einem Telegraphenkabel 
in erster Annaherung Selbstinduktion und Ableitung vernachlassigen. 
Dieser Fall gibt einen Grenzfall der Verzerrung, denn von den beiden 
Verhaltnissen, deren Gleichheit die Verzerrungsfreiheit bedingt, wird 
das eine (EiL) unendlich, das andere (A:C) Null. Die Grundglei- 
chungen lauten hier 



dx dt 


. . (455) 


und nochmals nach x differentiiert 







dt 


(455 a) 


Macht man fiir jp den Ansatz 


so wird (455 a) 


jp — f{x) 


dx^^ 


= — ccRC f[x)= — f(x), 


, . (456) 
. . (457) 


wobei abgekiirzt gesetzt ist 

b^==aRC . (457a) 

Eine Losung von (457) ist, wie man durch Differentiation er- 
kennt, 

f(x^ =r= A sin bx'-j- B cos bx, .(458) 


worin A und B Konstante sind. b ist das WinkelmaB der raum- 
lichen Welle, das mit dem zeitlichen Dampfungsfaktor cc durch 
Gl. 457a verkniipft ist. Da Gl. 458 fiir irgendeinen Wert von 6 er- 
fiillt wird, so wird sich das Integral durch eine Reihe von Gliedem 
der Form (458) darstellen lassen, bei denen jedem Werte b^ andere 
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Amplituden und entsprechen. Nach (456) gilt daher fiir die 
Spannung 

'p — He [AyBmhyX-^ . . (459) 

und nach GL 455 fiir den Strom 

-^[ — Ay, cos hyX-{- By sinbyx] . (459a) 


Diese Gleichungen gelten fiir die freien und die erzwungenen 
Schwingungen. Wir konnen nun wieder die freien Schwingungen 
fiir sich behandeln und legen fiir sie die Gleichungen zugrunde. 

a) Beim Einschalten eines Kabels am Leitungsanfang 
ist dort die Spannung erzwungen, die freie Spannung dauernd Null. 
Damit fiir 0 ^ = 0, der Ausdruck (459) fiir alle Zeiten verschwindet, 
miissen alle By, Null sein. Fiir die freien Schwingungen beim 
Einschalten gilt daher 


’h.j 




AySinbyX 

—Ze AyCoshyX 

R 


.... (460) 


b) Das Einschalten mit Gleichstrom bei offenem 
Leitungsende. Hier ist der Strom fiir x — l dauernd Null, daher 
nach (460) cos byl gleich Null, was erfiillt ist, wenn 

Kl = {2x-l)^ ....... (461) 


ist, wo K = l, 2, 3-alle Zahlenwerte durchlauft. 

Die Wellenlange X ist, da byX= 27 c, 


X 


271 


4Z 

2k—1 


(462) 


fiir die Grundwelle (x = l) ist sie die vierfache Leitungslange. Zur 
Bestimmung der Amplituden Ay dienen die Grenzbedingungen fiir 
i=0. Der Anfangswert der Spannung ist Null, der Endwert = P, 
daher die freie Spannung fiir ^ = 0 


-Pr(0)= —(2— 1) y J • 


Die Amplituden der Fourierschen Beihe des Rechtecks mit der 
Hohe —P sind nach Kap. VII. GL 95 




4 P 
71 2k — 1 ’ 
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Setzt man diesen Wert in Gl. 460 und addiert die stationare 
Spannung P, so ist die resultierende Spannung beim” Emschalten 

^ ^00 (2>i -l)3;ra tt o; 1 

_ r . 4 \n - KTT- ^ o-Jr. /o_ 1 ^ ^ I 

O 7 




(463 a) 


Da der stationare Strom Null ist, wird 

r> X) ^ (2 X~ JT® , TT T 

. (463a) 

Hierin ist R^==Rli C^ = Cl gesetzt, und sind Wider- 
stand und Kapazitat des ganzen Kabels. 

ist die Zeitkonstante des Kabels. 

Fur ein Telegrapbenkabel sei i2= 7 Ohm/km, (7 = 0,2/^F/km. 
Finer Lange von 500 km entspricht eine Zeitkonstante t = 0,35 Sek. 




Fig. 232. 


Fig. 233. 


Fig. 232 zeigt die raumliche Spannungsverteilung langs des 
Kabels zu verschiedenen Zeiten nach dem Einschalten, Fig. 233 
den zeitlichen Verlauf des Ladestromes an einigen Punkten des 
Kabels. Die Zeiten sind in Teilen der Zeitkonstante angegeben. 
Am Leitungsanfang ergibt Gl. 463 a fiir t = 0 den Strom unend- 
lich, dies riihrt von der Vernacblassigung des Widerstandes der 
Stromquelle her, dabei wirkt im ersten Augenblick die Kapazitat 
des Kabels wie ein KurzschluB. 

c) Beim Einschalten bei kurzgeschlossenem Ende (etwa 
entsprechend dem Fall, daB der Widerstand des Stromempfangers 
vemachlassigt wird), ist die Spannung am Leitungsende (x==l) 
dauernd KuU. Nach Gl. 460 wird daher sin b^l~0, hier gilt 

h^l — x7i .(464) 

wo x — 1, 2, 3, ... wieder alle Zahlenwerte annimmt. Die Wellen- 
lange ist hier 
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Fiir die Grundwelle (x = l) ist sie die doppelte Leitungslange. 
Die stationaren Werte sind hier 

^^e(0) = -p(l— y). ^(0)=;^ = 

fiir die freie Spannung ist daher fiir ^ = 0 

%0)= — -f" — y) = ^ A^sinxn y . 

Die Amplituden de.r Fourierschen Reihe erhalt man nach 
Kap. VIL 


-4« = y —P - ^ sin dx- 


n X 


und hiermit Strom und Spannung beim Einschalten 

~f)- T - 


X7t- 


1)1 


p 

p" 




'cos (jtjTT 

1 


(466) 


Fig. 234 zeigt wieder die Spannungsverteilung langs des Kabels 
zu verschiedenen Zeiten und Fig. 235 



Aufgaben besonders auch die symbolische Darstellung' der freien 
Schwingungen und die Bestimmung der Amplituden nach dem Satz 
von Heaviside (s. Kap. XIII S. 279), wofiir im folgenden ein Bei- 
spiel gezeigt werden soil. 
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2. Die Ersatzschaltung einer Spule mit Windungs- 
kapazitat^). 


Das Verhalten dieses Stromkreises (Fig. 168 S. 218) im stationaren 
Zustand ist in Kap. XI S. 218 erortert worden. Hier untersuchen wir 
die freien Schwingungen beim Laden mit konstanter Span- 
nung jP, was etwa dem Auftreffen einer Recbteckwelle auf die 
Spule entspricht. 

Die Fortpflanzungskonstante v ist nach GL 274 S. 218 fiir einen 
Vorgang nach dem Zeitgesetz wenn y statt jco gesetzt wird, 




V 


LCy^ 

I+XL7" 


(467) 


0 ist die Kapazitat gegen Erde fiir die Langenheit, K ebenso die 
Whidungskapazitat. 

a) Ist das Ende der Spule isoliert, so ist die Spannungs- 
verteilung nach Gl. 277 S. 219 fiir konstante Spannung P 
_p (5^ofr(Z — x) P 

(S^Of Vl Z(y) 



Z^y) ist der Operator fiir die freien Schwingungen und die 
Werte y sind (s. S. 278) die Wurzeln der Gleichung Z^y) =0. Nach 
(468) wird Z(y) =0, wenn ^o^vl = 0 ist. Die Fortpflanzungskon- 
stante v ist allgemein (s. S. 185) v — a~\-jb, worin a der raum- 
liche Dampfungsexponent, b das WinkelmaB ist. Hier ist a = 0, da 
wir die Verluste vernachlassigt haben, daher wird 


(5;oj' vl — (^o\jbl—co&bl — 0^ 

wenn 


Vyl — jb^l — j^{2% — 1) .... (469) 

ist, worin x=l, 2, 3 ... alle Zahlenwerte annimmt. 

Zur Bestimmung der Werte y erhalten wir aus (467) und (469) 




'/y. = + j 


21 


{2x — 1) 


VLC 




1 + ^( 2 .- 


•ir 


K 

PC 


. (470) 


Die y sind imaginar und bedeuten Kreisfrequenzen (/9). 

In dem Ausdrack (470) ist 01 die gesamte Kapazitat des Strom¬ 
kreises gegen Erde (da die Elementarkapazitaten C fiir die Langen- 


s. K. W. Wagner, Elektrot. u. Maschinenbau 1915, Heft 8/9. 
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K. 

einheit parallel geschaltet sind) und —die gesamte Windungskapa- 

V 

zitat zwischen den Enden (da die Elemente K in Reihe geschaltet 
sind). Das Verhaltnis der gesamten Windungskapazitat zur ge- 
samten Erdkapazitat setzen wir zur Abkiirzung 

K 


PC 


= (5. 


6 ist eine kleine Zahl, wahrend K viel groBer ist als C. 

Zwischen der Kreisfrequenz nach (470) und dem Winkel- 

maB besteht die Beziehuug, wenn wir nocb in (470) = v 


Ylc 


setzen, 






Vl “I- (&« Vf d 


(471) 


Der Grenzfall ^ = 0, d.h. X = 0, enuspricht einer gestreckten 
Leitung, bei der wie bier die Verluste vernachlassigt sind. 

Bei der Leitung wachsen die EigenfreJquenzen unbegrenzt mit x, 
bier baben sie einen Grenzwert fiir x = oo 

Zur Bestimmung der Amplituden dient die Formel von 
Heaviside Gl. 368. S. 279 

P , 


^(0) 




dZ 

~dy 


Fiir 7 = 0 wird — 1, ferner ist y 
Hierin wird nacb (467) und (469) 


d^ 

dy 


d^d^ 

dv dy* 


yx 


dv 


\dy) " (7 

ferner, da (Sof?^^=0 ist, 
dZ I 


^ = (l + 6.^^) = (1 + 


I 


I 


dv 


y ^ 

Ferner wird e"" = 


(Sin X 
'^^dy 


^injh^x ■^sinS^a; 
Kl{i+{Klf8} 


sin by. 




^ e —2 cos 
sinhyxcos^yt 

^ + < 5 }J’ • 

worm bx und aus (469) und (471) einzusetzen sind. 


2 A 


(472) 
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Der Zustand fiir t = 0 ergibt sich aus (467) und (468) fiir 
y — OO 


V 


cc 



1 

Tvf 


fxm — ^ 


vs i 

r. . 1 

(Sof-^ 

Vd 


(473) 






Die Spannungsverteilung stellt sich im ersten Augenblick nach 
MaBgabe der Kapazitaten Q und K ein. 
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b) 1st das Eade der Spule geerdet, so ist 
, ©tit v{l — x) _ P 


Px=P- 

Hier wird Z^y) — 0, wenn 
(Binvl 


(Binvl 




sin'vZ 


©in V (I — x) sin v (I — x) 

vj = jbj = j>cn, 


iv) 


=-0 


wo K — 1, 2, 3,-usf. Ferner ist Z 


(0) = 


I - X 




=^==if; 


Kv 


I VLCVl-\-7z^-}iH ~~ Vl + (bJ)^S 

dZ 

sin b^x 




Pcc-- 


f sia &^a:cos/Sji 


-—2 y 


(474) 


(475) 

(476) 

(477) 


worin jetzt und /9^ nach (475) und (476) einzusetzen sind. 

In Fig. 236 und 237 ist der Ladevorgang nach Gl. 472 und 
477 fiir die Zeitpunkte ^^ = 0, dargesfcellt. ist die 

Laufzeit der Grundwelle iiber die Leitungslange. Sie ist bei Fig. 236 
fiir isoliertes Leitungsende - Periode der Grundfrequenz (^J, bei 
Fig. 237 fiir geerdetes Ende | Periode. In diesem Beispiel ist 
<5 = 0,01 angenommen. 

Zum Vergleich sind die unverzerrt (und ungedampft) fort- 
schreitenden Rechteckwellen punktiert eingezeichnet, die dem Grenz- 
fall d = 0 entsprechen. Die Wirkung der gegenseitigen Kapazitat 
zeigt sich im wesentlichen in einer Milderung der steilen Wellen- 
stirn. 
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